т оазис ано 
стааст тись 
зтлатттасаанг залав 
пинанмивеннано 
1 
а Р 
огипесталивмаваят-игрла 
реестрах 
рости ССА с о 
ЕЖ ЗЫ 
латати асат 
аала сосн асталася 
тта даалтаар сно 
тзташъыгтоашрлыдтато тте = 
арышсыишссиләдашылг 


| 


Ш 


| 


' 


|] 


О. А. НОВИКОВ, С.И. ПЕТУХОВ 


РИКЛАДНЫЕ ВОПРОСЫ 
ТЕОРИИ МАССОВОГО 08 


НЕЕ РСС ЗЕМИТЕ НИИ 


ы О. А. Новиков, С. И, Петухов 


ў 
} 
ў 


ПРИКЛАДНЫЕ ВОПРОСЫ 
ТЕОРИИ 


МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 


Под редакцией 
академика АН УССР Б. В. ГНЕДЕНКО 


| 
1 схническая. Сиб ли: мени тека) 
0) Киевский А 
авпацяоипыё завод 
слеят В 4 


«Советское радио» Москва 1969 


ЗОИЮл 19241 ^ 


УДК 621.3.019.3 


Новиков О. А., Петухов С. И. прокладине вопросы тед- 
рии массового обслуживания. М., Изд-во «Советское радио», 1969, 
400 ето... Т, 14200 экз., ц. І р. 29 к. 


В книге сделана попытка создать руководство по решению 
практических задач с помощью методов теории массового об- 
служивания. Это руководство достаточно полно отражает все 
имеющиеся достижения в этой области. 

Идеи и методы теории массового обслуживания за послед- 
нсе время весьма широко распространяются во многих при- 
кладных областях, причем круг практических задач, решаемых 
методами этой теории, непрерывно расширяется. 

Основная цель книги — помочь изучающим теорию. массо- 
вого обслуживания приобрести навыки применения ее резуль- 
татов для решения различных практических задач. 

В ‘работе рассмотрены основные виды систем массового 
обслуживания. В каждом параграфе дана краткая сводка не- 
обходимых рабочих формул и схем решения, применение ко- 
торых иллюстрируется решением типовых задач. В некоторых 
из них рассмотрены возможности применения экономического 
анализа и выбора оптимального решения по экономическим 
показателям. 

В книге приводится ряд полученных оригинальных резуль- 
татов по системам с приоритетами, накопителями, управлением 
работой обслуживающих приборов и других. В ней рассмотре- 
ны некоторые вопросы оценки точности получаемых результа- 
тов в зависимости от точности исходных данных. Приводится 
оригинальный метод моделирования систем массового оосу 
вания с использованием аналоговой техники. 

Для простоты и удобства при решении задач в приложе- 
нии приводятся таблицы и графики, большинство которых а 
считано и составлено авторами. 

Книга предназначена для широкого круга инженеров, на- 
учных работников, учащихся высших учебных заведений, 
а также для тех, кто желает самостоятельно выработать прак- 
тические навыки применения методов теории массового обслу- 
живания. 


Табл. 51, рис. 54, библ. назв. 23. 
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Идеи и методы тсории массового обслуживания по- 
лучают все большее распространение. Сначала они ис- 
пользовались для решения только вопросов связи, а за- 
тем были распространены на бытовое обслуживание, 
военное дело, здравоохранение, исследование динамики 


логических потоков ремонта, контроля и других произ- 
водственных процессов и т. д. 

Литература по этим вопросам содержит большое 
количество теоретических исследований, но она мало 
доступна специалистам-практикам. Поэтому назрела 
необходимость в издании руководства по решению 
практических задач с помощью методов теории массо- 
вого обслуживания. Это руководство должно достаточ- 


висимостей. Руководствуясь этими соображениями, авто- 
ры поставили задачу максимально упростить пользова- 
ние книгой при решении практических задач. 


вторы стремились также возможно полнее осветить 
уже полученные ранее в теории массового обслужива- 
ния результаты, размещенные в многочисленных жур- 
нальных статьях и монографиях. В книге приведены 
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тривалось, так как оно достаточно полно изложено 
в книге Н. П. Бусленко «Математическое моделирование 
производственных процессов». В работе показан ориги- 
нальный метод моделирования систем массового обслу- 
живания, разработанный Б. П. Камневым. 

Приведенные в книге примеры являются чисто ил- 
люстративными и не могут претендовать на полноту и 
точность отображения рассматриваемых явлений. 

Работа над книгой распределялась между авторами 
следующим образом: С. И. Петуховым написаны гла- 
вы 1—3; О. А. Новиковым — гл. 4—6 и приложения, 
подготовлены таблицы. Гл. 7 написана совместно по ма- 
териалам работ, сделанных В. П. Мелик-Саркисяном и 
Б. П. Камневым. Мы выражаем им свою признатель- 
НОСТЬ. 

Авторы выражают глубокую благодарность Б. В. Гне- 
денко, прочитавшему рукопись и сделавшему ряд су- 
щественных замечаний, а также Н. П. Бусленко и 
Т. П. Марьяновичу за помощь и советы при работе над 
КНИГОЙ. 

Книга является попыткой создать руководство по 
проведению расчетов с использованием методов теории 
массового обслуживания. 
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СОДЕРЖАНИЕ ПРЕДМЕТА, ЗАДАЧИ 
И МЕТОДЫ ТЕОРИИ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ 


Введение 


Ежедневно в призводственной деятельности и в бы- 
ту возникают такие ситуации, в которых появляется по- 
требность в массовом обслуживании. Очень часто об- 
служивающие организации располагают ограниченны- 
ми возможностями удовлетворения спроса на обслужи- 
вание. Это, как правило, приводит к созданию очере- 
дей. Примеры подобных явлений встречаются на каж- 
дом шагу: очереди в магазинах, в билетных кассах, на 
остановках автобусов и троллейбусов, задержка ремон- 
та бытовых приборов в ателье по обслуживанию населе- 
пия, скопление самолетов над аэродромами из-за отсут- 
ствия свободных посадочных полос, задержка в ремонте 
вышедших из строя станков, военной техники в боевых 
условиях и т. д. Хотя приведенные примеры взяты из 
различных областей человеческой деятельности, всем им 
присущи одинаковые формальные признаки, которые 
позволяют их описать с помощью одного и того же ма- 
тематического аппарата. Во всех этих ситуациях перед 
теорией стоит задача достаточно полно описать суть 
происходящих явлений и установить с необходимой для 
практики точностью количественную связь между чи- 
слом приборов обслуживания, характеристиками входя- 
щего потока требований (заявок) и качеством обслу- 
живания. При этом под качеством обслуживания по- 
нимается, насколько своевременно проведено обслужи- 
вание поступивших в систему требований. Естественно, 
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что качество обслуживания надо как-то количественно 
оценить. В настоящее время для такой оценки разрабо- 
тано много критериев, полезность каждого из них опре- 
деляется поставленной задачей исследования. Вопросу 
выбора критериев для решения различных задач в этой 
главе отведено значительное место. Как правило, зада- 
ча исследования систем массового обслуживания сво- 
дится к необходимости определения оптимального пото- 
ка для обеспечения необходимого качества обслужива- 
НИЯ. 

Общей особенностью всех задач, связанных с мас- 
совым обслуживанием, является случайный характер ис- 
следуемых явлений. Количество требований на обслу- 
живание и временные интервалы между их поступления- 
ми, длительность обслуживания требований случайны. 
Время пребывания требований в некоторых видах си- 
стем массового обслуживания также случайно. При этом 
случайные колебания величин не носят характера не- 
больших возмущений. Наоборот, это основная черта 
рассматриваемых явлений, что накладывает отпечаток 
на свойства получаемых зависимостей, с помощью кото- 
рых производится оценка качества функционирования 
систем. 


Теория массового обслуживания — прикладная от- 
расль математики. Нужно сказать, что первые задачи 
теории массового обслуживания были достаточно про- 
сты и допускали получение окончательных аналитиче- 
ских зависимостей. Однако с каждым годом круг этих 
задач расширяется. Это развитие идет как по линии 
увеличения сферы приложения теории массового обслу- 
живания, так и по линии усложнения стоящих перед 
ней задач. Расширяется и круг ученых, работающих над 
ее развитием. Большой вклад сделали советские ученые 
А. Я. Хинчин, Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко. 
Н. П. Бусленко, Ю. В. Прохоров и многие другие. Под- 
робный обзор литературы дан в ряде монографий (13, 
22], 

В настоящее время в теории массового обслужива- 
ния рассмотрено много математических схем, что услож- 
нило их классификацию. Теперь уже назрела необходи- 
мость в построении общей математической теории, ко- 
торая бы позволила анализировать работу различных 
систем универсальными методами. Один из возможных 
вариантов решения этой задачи предложен Н. П.. Бу- 
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сленко в [6], где он рассматривает агрегатные системы 
весьма общей структуры. Для их решения предлагает- 
ся универсальный метод — метод статистических испы- 
таний (Монте-Карло). В этом направлении интересно 
также предложение И. Н. Коваленко [12] по использо- 
ванию в рамках обобщенных схем некоторого класса 
задач теории марковских процессов для исследования 
их структуры, установления связи эффективности си- 
стемы с эффективностью отдельных агрегатов и т. д. 

Все, о чем мы говорили, связано с решением зада- 
чи: при известных параметрах потока требований в си- 
стему дать анализ ее функционирования. Но не менее 
важным представляется решение обратной задачи — по 
характеристикам выходящего потока и системы дать ме- 
тод определения параметров входящего потока, кото- 
рый будет своевременно обслужен. Работы в этом на- 
правлении только начинаются. 


1.1. Основные элементы системы массового 
обслуживания 


Система массового обслуживания характеризуется 
структурой, которая определяется составом и функцио- 
нальными связями. Она состоит из следующих элемен- 
тов: входящего потока требований, приборов (каналов) 
обслуживания, очереди требований, ожидающих обслу- 
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Рис. 1.1.1. Общая схема систем массового обслуживания. 


живания, и выходящего потока требований. Общая схе- 
ма системы массового обслуживания, состоящей из 
одной группы приборов, показана на рис. 1.1.1. Эта 
схема может быть усложнена, если система состоит из 
ряда последовательных приборов или из ряда последо- 
пательно и параллельно связанных приборов или имеет 
еце более сложную сетевую структуру. Возможны си- 
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стемы, в которых отсутствует такой элемент, как оче- 
редь (системы с отказами). 


Входящий поток представляет собой совокупность 
требований, которые поступают в систему и нуждаются 
в обслуживании. Само требование можно рассматривать 
как запрос на удовлетворение какой-то потребности. 
Часто требование отождествляется с его носителем. 


Примеров входящих потоков можно привести много. 
Это поток информации, поступающей на обработку 
в ЭЦВМ; поток клиентов, приходящих в парикма- 
херскую; больных, поступающих в больницу, поликли- 
нику; приходящие в порт суда; налетающие на объект 
удара самолеты противника и т. д. 


В приведенных примерах в качестве требований вы- 
ступают соответственно клиенты, больные, суда, бомбар- 
дировщики. Состав системы определяется еще и ко- 
личеством каналов (приборов, линий и т. д). По коли- 
честву каналов (приборов, линий) системы можно раз- 
делить на одноканальные и многоканальные. Примером 
одноканальной системы может служить парикмахерская 
с одним мастером, одиночный пункт ОТК на потоке, 
бензозаправочная колонка и т. д. Естественно, что в мно- 
гоканальных системах число приборов должно быть рав- 
но двум и более. Подобные системы встречаются го- 
раздо чаще. Как правило, число приборов в многока- 
нальных системах массового обслуживания ограничено. 
Однако возможны случаи, когда их настолько много 
(число тракторов и другой сельскохозяйственной техни- 
ки, участвующей в уборке урожая на полях области, 
края и требующей ремонта в процессе эксплуатации, 
автомобильный парк области, вооружение крупных со- 
единений, которое требует ремонта в период боевых 
действий, и т. д.), что выгоднее рассматривать их как 
системы с бесконечным числом приборов, каналов. 


В свою очередь, многоканальные системы массово- 
го обслуживания могут состоять из одинаковых, одно- 
типных приборов или (чаще всего) разных, отличаясь 
производительностью при обслуживании. В самом деле, 
мастера по ремонту радиоаппаратуры в ателье, продав- 
цы в магазинах, кассиры и т. д., несмотря на практиче- 
ски одинаковые условия работы, из-за различных при- 
чин (опыта, психического состояния, способностей и др.) 
работают с разной производительностью. 
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При решении многих перечисленных задач под тер- 
мином «обслуживание» понимается удовлетворение по- 
требностей. Так, в приведенных примерах систем под 
обслуживанием понимается стрижка, бритье и другие 
операции, которые производятся над клиентами в па- 
рикмахерской, прием больных в больнице, разгрузка су- 
дов в порту, обстрел бомбардировщиков системой ПВО 
объекта и т. д. 

Несколько слов о качестве обслуживания. Под каче- 
ством работы систем массового обслуживания понима- 


стся пе то, как хорошо выполнено само обслуживание 
(качество ремонта, погрузка судов и т. д.) — это оцени- 
вастся другими критериями, —а как хорошо организо- 
вано обслуживание, насколько полно загружены обслу- 
живающие приборы, не создается ли большая очередь 


или пе велик ли уход из системы необслуженных тре 
бований. 

[ри решении практических задач, связанных с си- 
стомами массового обслуживания, очень важно оценить 
их полнодоступность, т. е. возможность каждого требо- 
вания поступить на обслуживание любого прибора си- 
стемы. Если это условие не выдерживается, то система 
пазывается неполнодоступной. Примером может служить 
система противовоздушной обороны объекта, перед ко- 
торой стоит задача отражения налета самолетов против- 
ника в широкой полосе. Если полоса налета достаточно 
широка и полностью не перекрывается зонами действи- 
тельного огня всех огневых средств обороны, то, видимо, 
они не могут обстрелять любой самолет в налете, 
а «обслуживают» только те, которые пролетают через 
зоны их действительного огня. 


Выходящий поток — это поток требований, покидаю- 
щих систему. Требования потока могут быть обслуже- 
ны приборами системы и не обслужены. 


Исследование структуры выходящего потока имеет 
большое значение, так как он может быть входящим 
потоком для другой группы приборов. Распределение 
требований в выходящем потоке во времени зависит от 
плотности входящего потока и характеристик работы 
приборов обслуживания системы. Например, плотность 
потока отремонтированных радиоприемников из ателье 
зависит от производительности мастеров по ремонту и 
загрузки ателье неисправной аппаратурой, поступающей 
от населения. 
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Основной задачей массового обслуживания является 
определение количественных показателей функциониро- 
вания систем массового обслуживания и их зависимо- 
сти от параметров входящего потока и структуры собст- 
венно системы (ее состава и функциональных связей). 
Решение этой задачи дает возможность найти в систе- 
ме слабые звенья, определить их влияние на эффектив- 
ность обслуживания и найти пути их улучшения или при 
заданных характеристиках потока требований и крите- 
рии качества обслуживания дать предложения о струк- 
туре системы, которая обеспечит выполнение постав- 
ленной перед ней задачи. Для решения этого могут 
быть привлечены различные методы оптимизации: ли- 
нейное или нелинейное программирование, динамическое 
программирование, теория игр и др. 


1.2. Входящий поток требований (заявок) 


Процесс поступления в систему массового обслужи- 
вания потока требований является вероятностным и 
представляет собой поток однородных или неоднород- 
ных событий, которые наступают через случайные про- 
межутки времени. Поток требований можно представить 
в виде графика одной из реализаций случайной функ- 
ции, принимающей лишь целые неотрицательные значе- 
ния. При этом каждая из реализаций является неслу- 
чайной функцией с конкретными временными интерва- 
лами между появлениями событий (рис. 1.2.1). Случай- 
ные временные интервалы между наступлениями собы- 
тий в потоке могут подчиняться различным законам 
распределения. Однако в подавляющем большинстве 
работ по теории массового обслуживания, особенно при- 
кладного характера, рассматривается пуассоновский 
(простейший) поток, в котором вероятность поступления 
в промежуток времени Е ровно А требований задается 
формулой Пуассона 

(М)ь ом 


Р. ==д-е, (1.2.1) 


гле ^>0 — плотность потока требований (параметр по- 


тока). 
Это объясняется следующими обстоятельствами: 
1) для других видов потоков не получены пока про- 
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стые формульные зависимости количественной оценки 
качества функционирования систем массового обслужи- 
вания; | 

2) к простейшему потоку системам массового обслу- 
живания иногда приспособиться труднее. Поэтому при 
расчете средств обслуживания в этом случае мы ставим 
их работу в более тяжелые условия. Если средства .об- 
служивания рассчитывать на этот тяжелый случай, то 
обслуживание системой других случайных потоков тре- 


ү) 


Рис. 1.2.1. График случайной функции, принимающей дискретные 
целые неотрицательные значения. 


бовапий с одинаковой плотностью поступления требо- 
ваний будет надежнее. Такой вывод был получен 
И. Н. Коваленко [8]; 

3) простейший поток в теории массового обслужива- 
ния играет такую же роль, как нормальный закон рас- 
пределения случайных величин в теории вероятностей. 
При сложении нескольких случайных потоков образуется 
суммарный поток, который по своим характеристикам 
приближается к простейшему. | 

Простейший поток обладает тремя основными свой- 
ствами: стационарностью, отсутствием последействия и 
ординарностью. Случайный поток называется стацио- 
нарны м, если вероятность поступления определенного 
количества требований в течение определенного отрезка 
времени зависит от его величины и не зависит от начала 
сго отсчета на оси времени. Это значит, что если на вре- 


1] 


менной оси отложить равные, но не пересекающиеся ин- 
тервалы времени т (рис. 1.2.2), то вероятность появле- 
ния в этих интервалах определенного числа требований 
зависит для данного потока от величины т и не зависит 
от положения этого интервала на временной оси (от 
моментов времени й, $, /з, ...). Таким образом, два про- 
стейших потока отличаются друг от друга только свои- 


їг | їз 
| Е си нна і сеи 
Т —ы "== 7 э | г 


Рие. 1.22. Стационарный поиск однородных событий. 


С, 


ми параметрами. Поэтому для задания простейшего по- 
тока Достаточно задать только его параметр 2А. 

Отсутствие последействия состоит в том, 
что вероятность поступления за отрезок времени т опре- 
деленного числа требований не зависит от того, сколько 
требований уже поступило в систему, т. е. не зависит 
от предыстории изучаемого явления. Отсутствие после- 
действия предполагает взаимную независимость проте- 
кания процесса в неперекрывающиеся между собой про- 
межутки времени. | 


Ординарность потока требований означает 
практическую невозможность появления двух и более 
требований в один и тот же момент времени. 

Если обозначить вероятность появления более одно- 
го требования за отрезок времени Лі через р, (41), то 


условие ординарности запишется так: 


Рю при А/ — 0). (2.2.0) 


Таким образом, простейший поток это стационар- 
ный, ординарный поток без последействия. Вывод урав- 
нений простейшего потока широко представлен в имею- 
щейся литературе по теории массового обслуживания 
[8, 27]. Важной характеристикой потока является его 
интенсивность, которая определяется как математиче- 
ское ожидание числа требований, поступающих за еди- 
ницу времени. Математическое ожидание числа требо- 
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ваний, поступающих за промежуток времени (0, 1), 
равно 
өе) 


м. |= У Ер, (= е“ У! ФӘ. (1.2.3) 
=] 6—1 


Следовательно, математическое ожидание числа тре- 
бований в единицу времени или интенсивность, которая 
получается при 1= 1, равно 


Во многих задачах физические условия появления 
требований таковы, что предположения об их ординар- 
ности и отсутствии последействия вполне приемлемы. 
В то же время предположение стационарности внушает 
большие сомнения, а иногда заведомо ошибочно. Такие 
потоки будем называть нестационарными простейшими 
потоками. Для потоков этого типа вероятность появления 
К требований за время Лі зависит не только от величи- 
ны АК но и от момента 1, который является началом 


А, =сопѕї 


0 Плотность потока требований Я 
и погтоянна 80 Времени 


Рис. 1.2.3. Графическое представление постоянной во времени плот- 
ности потока требований. 


этого промежутка. В этом случае вероятность появления 
е требований за время Лі обозначим с указанием нача- 
ла промежутка № 

Рь(ю, В-+АВ. 


На рис. 1.2.3 дано графическое изображение потока, 
для которого плотность поступления требований по- 
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стоянна. На рис. 1.2.4 дано графическое представление 
потока, у которого плотность поступления требований 
во времени переменная. Например, представим поток 
пассажиров в метро. Здесь пиковые значения интенсив- 
ности потока отражают увеличение числа пассажиров 
в часы «пик». Возможны и другие закономерности изме- 
нения плотности поступающих требований, связанных 
с явлениями сезонного характера и иными причинами. 


ЕЕ) 


М 
Плотность поступления требовании ( 
переменна 80 бВоемени 


Рис. 1.2.4. Графическое представление переменной во времени плот- 
ности поступления требований. 


Рассмотрим характеристики входящего потока с пе- 
ременнои плотностью. Математическое ожидание числа 
требований, поступивших за период (1, #), равно 


в (2, )=у ЕР, (0, И=А(, 002—4), (1.9.4) 


к—0 


а средняя интенсивность потока равна 


№ (#0, і) у 
те == Л (Ё, 2). (1.2.5) 


Если мгновенный параметр потока в промежутке 
(20, 1) постоянен, т. е. А (1) =^, то 


А (№, №) =А=сопѕі. 


Определим мгновенную интенсивность и (4) как 
предел 
в (#0, 1) 


в (6) = Ит 
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_ Вероятность появления за время Лі=1—іу хотя бы 
одного требования определится из выражения 


сэ — | 
жы (оз у У РЫ, Эе 1=-:70,(0, 2), (1.2.6) 
Р = 
а вероятность хотя бы двух требований 


п, (1.1) = у Р (і, 1) = 1 — Р, ( о» і) — Р, (о, і). (1.2.7) 


=2 


хр. 


Тогда требование ординарности в количественных тер- 
минах может быть выражено в виде 


"(2 0 при Ді —+ 0, (1.2.8) 


а мгновенное значение параметра будет равно 


та (5, 1) 


[пп 2, 


—А(Ь) при Аі — 0. (1.2.9) 


Простейший нестационарный поток является частпым 
случаем так называемых «финитных» потоков, для ко- 
торых должно выполняться условие 


(<. 


Подробные материалы о финитных потоках можно 
найти в соответствующей литературе по теории массо- 
вого обслуживания [27]. Практические задачи при не- 
стационарном потоке требований можно решать двумя 
способами: 

— для приближенных расчетов весь интервал вре- 
мени функционирования системы массового обслужива- 
ния целесообразно разделить на отрезки, в пределах ко- 
торых можно принять с заданной погрешностью пара- 
метр потока постоянным. Для каждого такого отрезка 
времени проводится анализ работы системы; 

— использовать аналоговые или цифровые электрон- 
но-вычислительные машины для моделирования процес- 
са функционирования системы массового обслуживания. 

Несколько слов о последействии. Чтобы уяснить осо- 
бенности и свойства потоков с ограниченным последейст- 
вием, рассмотрим пример. | 


15 


Пусть в систему массового обслуживания поступает 
поток требований. Графически его можно представить 
в виде точек (А), А», Аз, ...) на временной оси. Появле- 
ние требований на временнбй оси (рис. 1.2.5) можно 
задать в виде последовательности промежутков между 
последовательными требованиями 1. іэ, їз, ... Тогда 
потоком с ограниченным последействием называется та- 
кой поток, когда для него последовательность случайных 
временных промежутков 1, 12, Їз, ... является последо- 
вательностью взаимно независимых величин. 


А, Аг ИБ А; А ‘в 
—_ чеиндиннано, саиын а —^__^ 


С, 2 СЭ 


[№ г 


Рис. 1.2.5. Последовательность точек А;, А, ... В на числовой оси, 
соответствующих моментам поступления требований. 


Требования ограниченности последействия являются 
более широкими, чем требования отсутствия последей- 
ствия. Если в потоке нет последействия, то [,, &, 13, ...— 
последовательность взаимно независимых величин. Об- 
ратное утверждение невозможно. 

Рассмотрим промежуток времени между моментами 
поступления требований А и В (см. рис. 1.2.5). Величи- 
пу этого временного интервала обозначим через т. 
Пусть последнее требование до этого интервала посту- 
пило в момент А. (следовательно, внутри интервала 
А.А требований не поступало). Пусть предыдущие тре- 
бования поступали в моменты А, А», Аз. Найдем ве- 
роятность поступления требований в интервале т. По 
теореме умножения вероятностей она будет равна 


Р(+7т) =Р()1—Р(т)], 


где Р(1) — вероятность того, что в промежутке { тре- 
бований не поступило. Отсюда 


Га 
Рк) =1— РО. 


Из формулы видно, что появление требования после 
момента А зависит от того, когда поступило предыду- 
щее требование (от величины интервала #), и не зави: 
СИТ От того, когда поступили все предыдущие требо- 
вания. 
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Для иллюстрации этого свойства воспользуемся при- 
мером из [28], в котором рассматривается поступление 
отказов в работе какого-то прибора. Примем закон рас- 
пределения длительности службы элементов в потоке 
отказов нормальным с математическим ожиданием Т 
—1000 час и средним квадратическим отклонением а= 
—=300 час, т=—100 час. Требуется определить Р(і) в за- 
висимости от величины 1. В табл. 1.2.1 приведены ре- 
зультаты расчетов. 


Таблица 1. 2, | 


і, час | 100 200 500 1 000 2 000 
р 
Р (х) | 0,009 | 0,006 | 0,05 0,26 0,75 


Из таблицы видно, что последействие здесь весьма су- 
щественное. Пусть закон распределения случайных вре- 
менных промежутков показательный. В этом случае: 


ВЕН) =е7 0+9, 
р( = Є“, 


в \ (2+ т) 


р(т) = 1— кат == 1-е", (1.2.10) 


Таким образом, когда закон распределения случай- 
ных временных промежутков между появлениями требо- 
ваний является показательным, этот поток является 
простейшим, а Р(т) не зависит от величины #. 

При оценке реальных стационарных потоков на взаи- 
монезависимость временных интервалов между требова- 
ниями можно воспользоваться определением выбороч- 
ного коэффициента корреляции 


м М 
У У (6—0) 


с бе ]=1 


Е 
У (ив, 
і ==] 


где і, і; — временные промеж тки между последова- 
ј У 


(1.9.11) 


р. акаа алав олат аео 7а ет. | 
2—1444 (Танке п с 
| 2 ическаљ быбунотека ' 
К иевскня 


7 
а ‹ эү у м 

| ЗБпациоииый эдт ЭЕ: 
574 ВНИЗ Чесно саа 


4. Вул ыы Ш > > 374 


тельными поступлениями требований в систему массо- 
вого обслуживания; 

і — математическое ожидание величины временного 
промежутка. 

При большой выборке # стремится по величине к 1/^. 
Если величина г близка к 0, то случайные величины Ё; 
можно считать взаимно независимыми. На практике при 
использовании аппарата теории массового обслужива- 
ния важно проанализировать реальные потоки требова- 
ний. В анализ входит определение распределения вхо- 
дящего потока и оценка параметров предполагаемого 
распределения. Для этого выбирается отрезок времени, 
в течение которого поток является практически стацио- 
нарным. Время наблюдения делится на ряд временных 
интервалов, в пределах которых подсчитываются посту- 
пившие требования. Затем по статистическим данным 
строится гистограмма частот. Полученное статистическое 
распределение сравнивается с теоретическим с помощью 
критерия ҳ-квадрат. 

Для примера рассмотрим проверку гипотезы о том, 
что входящий поток имеет пуассоновское распределе- 
ние. В магазин приходят покупатели. Весь период вре- 
мени наблюдения в 200 мин разделен на 100 двухминут- 
ных интервалов. В каждом интервале определяется чи- 


Таблица 1.29.2 


| Математическое 


Число покупате- | Число интервалов | Значение вероятно- ожидание числа 
лей в интервале с одинаковым стей числа покупате- интервалов с 
времени {=2 мин | числом покупате- ари в интервале заданным числом 
(а;) лей (п,) (пуассоновское рас“ покупателей 
пределение) (л..) 
0 0 0,010 ] 
] 5 0,046 4,6 
й 11 0, 106 10,6 
о 13 0, 169 10,9 
4 202 0,187 18,7 
5 18 О. р: 17/0 
6 14 0,132 15:2 
7 9 0,087 РИ 
8 4 0,050 5,0 
9 а 0,026 2,6 
10 | 0,012 1.2 
1] | 0,005 0,5 
12 0 0,002 0,2 
13 0 0,002 0,2 
Сумма 100 | 1,000. | 100,0 


сло покупателей, приходящих в магазин. Потом груп- 
пируются интервалы, в которых было одинаковое число 
пришедших покупателей. е 

Во втором столбце табл. 1.99 показано число ин- 
тервалов, в течение которых в магазин пришло оди- 
наковое число покупателей. 

Определяем математическое ожидание числа поку- 
пателей в течение принятого интервала #=2 мин 


Затит 
-2—_-—4,6 покупателя. 
Уп; 


— 
СД 
— 


По значению а=4.6 в третий столбец вносятся ве- 
личины вероятностей числа покупателей при пуассонов- 
ском распределении, а в четвертый столбец — матема- 
тнческое ожидание числа интервалов, в течение которых 
пришло определенное число покупателей. Для получе- 
ния вывода о том, что принятый процесс с достаточной 
вероятностью описывается полученным пуассоновским 
распределением, определяем величину х2: 


о 1: — пт)? 
у 3,84. 
“ П; 


Для оценки соответствия экспериментального распре- 
деления теоретическому можно воспользоваться имею- 
щимися таблицами, в которых входными данными явля- 
ются значения х? и число степеней свободы 0. Для опре- 
деления соответствия теоретической функции распре- 
деления Рт(х), зависящей от одного параметра, опыт- 
ным данным, число степеней свободы рассчитывается по 
формуле | 

0 == т—9, 


где т — число интервалов. 
В нашем случае 


0 = 14——2-—— 19. 


Из табл. | приложения 6 определяем вероятность Р 
того, что экспериментальное распределение является 
‘пуассоновским 


Р=0,99. 


Значение этой вероятности очень велико, что говорит 
о весьма хорошем соответствии экспериментального рас- 
пределения распределению Пуассона. 
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1.3. Обслуживающие системы 


Каждой из систем массового обслуживания свойст- 
венна определенная организация. По своему составу си- 
стемы массового обслуживания можно разделить на си- 
стемы с одним обслуживающим прибором (каналом) и 
многими приборами (каналами) обслуживания, соответ- 
ственно называющимися одноканальными и многока- 
нальными. В свою очередь, многоканальные системы 
могут состоять из однотипных и разнотипных (по про- 
изводительности) приборов. Однако наиболее широкое 
распространение получила классификация по времени 
пребывания требований в системе до начала обслужива- 
ния. По этому критерию все системы можно разбить на 
три большие группы: системы с отказами; системы с не- 
ограниченным временем ожидания; системы смешанного 
типа. 

В системах с отказами (их еще называют системы 
с потерями) всякое вновь поступившее требование на. 
обслуживание, застав все приборы уже занятыми, поки- 
дает систему. Классическим примером систем с отка- 
зами может служить работа автоматической телефонной 
станции (АТС). Абонент, обратившийся на АТС, полу- 
чает отказ, если необходимая линия связи уже занята. 
Другим примером может служить такая система проти- 
вовоздушной обороны объекта, в которой время пребы- 
вания цели в зоне обстрела мало или соизмеримо со 
временем, необходимым для ее обстрела. В этом случае 
самолет противника, застав зенитные комплексы заня- 


тыми обстрелом других самолетов, проходит безнака- 
занно зону ПВО. 


Их противоположностью являются системы мас- 
сового обслуживания с неограниченным 
временем ожидания требований в очереди 
(системы с ожиданием). Особенность их работы заклю- 
чается в том, что поступившее в систему требование, за- 
став все обслуживающие приборы занятыми, вынуждено 
ожидать своей очереди до тех пор, пока какая-либо из 
обслуживающих единиц не освободится. Это наиболее 
многочисленная группа систем массового обслуживания. 
Разработанный для них аппарат достаточно хорошо опи- 
сывает работу различных ремонтных органов, предприя- 
тий бытового обслуживания, буферной памяти электрон- 
ных машин и многих других. 
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Системы смешанного типа занимают промежу- 
точное положение. Поступившее в такую систему требо- 
вание, застав все приборы занятыми, становится в оче- . 
редь. Но в ней оно находится ограниченное время, по- 
сле чего, не дождавшись обслуживания, покидает се. 
Полученные для этих систем зависимости, описывающие 
их функционирование, могут быть использованы для по- 
лучения подобных зависимостей для ранее рассмотрен- 
ных систем массового обслуживания. Примером подоб- 
ных систем являются торговые точки по продаже фрук- 
тов, овощей, которые могут храниться ограниченное 
время, их пункты переработки, ПВО объектов, обеспе- 
чиваемая зенитными средствами с большой зоной по- 
ражения, в пределах которой воздушные цели находятся 
ограниченное время, и многие другие. 

Смешанными системами массового обслуживания на- 
зываются и такие, в которых наложены ограничения на 
время пребывания требований в системе. Примером мо- 
жет служить обработка определенной информации на 
ЭЦВМ, которая периодически обновляется. Если в те- 
чение определенного промежутка времени информация 
не будет обработана, она утрачивает свою ценность и 
теряется. 

К смешанным системам относят и такие, в которых 
ограничена длина очереди (например, мастерская по 
ремонту крупногабаритной техники, которая имеет огра- 
ниченную площадку для неисправных машин). 

По порядку занятия свободных приборов (каналов) 
вповь поступившими требованиями описанные системы 
различаются по следующим признакам: 

— приборы подключаются к обслуживанию в стро- 
гом порядке. Это может происходить тогда, когда си- 
стема состоит из разнотипных приборов с различными 
преимуществами их использования; 


— приборы начинают обслуживать вновь поступив- 
шие требования в порядке освобождения (например, 
технологические потоки по ремонту техники и др.); 

— приборы занимаются в случайном порядке (на- 
пример, зенитные комплексы при обстреле целей во вре- 
мя мощного воздушного налета). 

В системах с ожиданием и ограниченным временем 
ожидания могут быть особенности в дисциплине обслу- 
живания очереди требований. Они сводятся к следую- 
щим разновидностям: 
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— требования к обслуживанию принимаются в по- 
рядке очередности их поступления в систему (предприя- 
тия бытового обслуживания, магазины и др.); 

— в первую очередь к обслуживанию принимаются 
те требования, которые имеют большую степень приори- 
тета. Например, из всех самолетов, находящихся в воз- 
духе и ожидающих посадки на аэродром, приоритет от- 
дается аварийным. Также без очереди идут к врачу 
больные с острой болью и т. д.; 

— требования к обслуживанию принимаются в слу- 
чайном порядке (примером может служить система 
ПВО объекта при отражении воздушного налета про- 
тивника). 

Кроме перечисленных разновидностей систем массо- 
вого обслуживания на практике могут встретиться и 60- 
лее сложные, представляющие определенные комбина- 
ции перечисленных особенностей. 

Основные разновидности систем массового обслужи- 
вания, которые получили наиболее широкое распростра- 
нение на практике, рассмотрены в книге и проиллюстри- 
рованы соответствующими примерами. 


1.4. Время обслуживания 


Время обслуживания является важнейшей характе- 
ристикой каждого аппарата (линии) обслуживания си- 
стемы и определяет ее пропускную способность. Время 
обслуживания — как правило, случайная величина. При- 
чиной этого служит нестабильность работы приборов об- 
служивания (особенно с участием человека или целых 
коллективов) и неидентичность поступающих в систему 
требований. Например, касса продовольственного мага- 
зина затрачивает на обслуживание каждого покупателя 
разное время, которое зависит от количества сделанных 
покупок, особенностей покупателей и т. д. Время, затра- 
чиваемое машиной скорой помощи на выезд по вызову, 
является также величиной случайной. Оно зависит от 
расположения места несчастного случая от пункта ско- 
рой помощи и многих других причин. При отражении 
воздушного налета противника системой ПВО объекта 
временем «обслуживания» является время обстрела 
каждым зенитным комплексом воздушной цели. Естест- 
венно, что от стрельбы к стрельбе по каждой цели время 
обстрела каждым комплексом по различным причинам 
будет колебаться. Применительно к зенитному артил- 
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лерийскому комплексу разброс времени обстрела воз- 
душных целей будет определяться изменениями даль- 
ности и параметра стрельбы, вида, скорости и маневра 
цели, разброса времени подготовки к стрельбе, времени 
перезаряжения, переноса огня и т. д. Поэтому величину 
времени обслуживания №б‹ следует считать случайной 
величиной, полной характеристикой которой является 
закон распределения | 

Е (1) =Р[1о6<1], (1.4.1) 
где Р] бе < — вероятность того, что время обслужива- 
НИЯ [обс Не превосходит некоторой величины /. 

Из физических соображений время обслуживания не 
может быть отрицательной величиной, т. е. при 
іобс«0 Р(Р=0. Закон распределения времени обслу- 
живания определяется из опыта путем статистических 
методов анализа численных значений времени обслужи- 
вания реальных систем. Методы оценки распределения 
времени обслуживания реальных систем ничем не отли- 
чаются от оценок входящего потока. Законы распреде- 
ления могут быть самого различного вида. Однако как 
в теоретических, так особенно в практических приложе- 
ниях получил большое распространение показательный 
закон. При показательном законе распределения значи- 
тельно упрощаются все результаты, тогда как разработ- 
ка методов решения задач массового обслуживания 
с произвольным законом распределения времени обслу- 
живания встречают большие трудности. 

При показательном ‚законе функция распределения 
имеет вид 

Е(=1—е*, (1.4.2) 
где р == — - положительная постоянная величина. 

Величина {обе равна математическому ожиданию вре- 
мени обслуживания. Показательный закон распределе- 
ния времени обслуживания предполагает, что значи- 
тельная доля требований будет обслуживаться быстро, 
что не всегда соответствует практике. Поэтому 
А. К. Эрланг предложил плотность распределения вре- 
мени обслуживания задавать формулой 

[2 
Фһ (1) = С е #1 при # > 0, 
фк (2) =0 при 1<0, (1.4.3) 
где Г(А) — гамма-функция. 
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Можно показать, что фһ(ї) (рис. 1.4.1) представляет 
собой плотность распределения суммы Ё независимых 
случайных величин с показательным законом распреде- 
ления. Системы массового обслуживания при показа- 
тельном законе распределения обладают одним важным 
свойством, которое нужно иметь в виду при оценке 
эффективности. Пусть в систему массового обслужи- 
вания, состоящую из и разнотипных приборов, посту- 
пило требование, которое начинают обслуживать все 
приборы одновременно. Время обслуживания требова- 


(7) Д 


Рис. 1.4.1. Плотность распределения суммы /№ независимых случай: 
ных величин с показательным законом распределения. 


ния каждым прибором подчинено показательному зако- 
ну распределения с параметром ци. Обслуживание закан- 
чивается, как только один из приборов выполнил свою 
задачу по обслуживанию. Для этого случая [8] закон 
обслуживания всеми приборами будет также показа- 
тельным 


Ро те ад 
с параметром 


Если все приборы имеют одинаковую производитель- 
ность, то џи=йш;. Значит, при одновременном обслужи- 
вании требования несколькими приборами среднее вре- 
мя обслуживания уменьшается в п раз по сравнению 
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со временем обслуживания одного прибора. Следует от- 
метить, что дисперсия при этом уменьшается в и? раз. 
Подобные ситуации возникают при обстреле нескольки- 
ми зенитными комплексами одного самолета, при одно- 
временном бомбометании корабля или одного объекта 
несколькими бомбардировщиками, обстреле танка не- 
сколькими противотанковыми средствами и т. д. 

Во всех этих случаях обслуживание требования (06- 
стрел, бомбометание) проводится до момента пораже- 
ния объекта нападения. В этом проявляется широкое 
примепение в военном деле массированных, комбиниро- 
ванных ударов по противнику. 

Как отмечалось выше, во многих случаях допуще- 
ние о показательном законе распределения времени об- 
служивания становится сомнительным. Однако для ста- 
ционарных условий функционирования систем массово- 
го обслуживания с отказами Б. А. Севастьяновым дока- 
зана справедливость формулы Эрланга для любых за- 
копов времени обслуживания. Проверку этого пред- 
положения для некоторых других видов систем массо- 
вого обслуживания, получивших наиболее широкое при- 
менение, авторы сделали с помощью метода статистиче- 
‚ских испытаний. К ним относятся системы: 

— с отказами и ограниченным временем ожидания 
в очереди с потоками ординарных и групповых заявок: 

— многофазовые, одноканальные с отказами; 

— с последовательно расположенными приборами. 

Для проверки предположения проводились расчеты 
по определению вероятностей состояния систем в ста- 
ционарном режиме работы методом статистических ис- 
пытаний в широком диапазоне изменения основных па- 
раметров систем: 


1<п<20, 0,1<а<30, 


0,3 <В= 10, 
где 
а — АТобс; 
8 == 206, 


т р 
ЃЁож 


рок — среднее время ожидания требования в системе; 
\ — плотность поступающих в систему требований; 
п — число каналов обслуживания. 
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Сравнение результатов расчетов для различных за- 
конов распределения времени обслуживания (показа- 
тельного, равномерного, усеченного нормального, Ре- 
лея) показало их хорошее совпадение. Примеры подоб- 
ных расчетов приведены в соответствующих параграфах 
книги, описывающих функционирование указанных си- 
стем. 


1.5. Выходящий поток 


Выходящий поток может играть весьма важную роль, 
особенно когда он сам образует входящий поток для 
других приборов, расположенных последовательно 
с первыми. Это очень важно при рассмотрении много- 
фазовых систем массового обслуживания. Они состоят 
из последовательно расположенных групп приборов 
(или одиночных приборов). Входящий поток требований 
должен обязательно пройти через все последовательно 
расположенные приборы. Естественно, что этот поток, 
проходя через каждую группу приборов, искажается. 
Искажение происходит при прохождении потока требо- 
ваний через последовательно расположенные приборы, 
для которых входящим потоком является выходящий по- 
ток необслуженных требований на предыдущем приборе 
(группе приборов). Например, если система состоит из 
п последовательно расположенных приборов, проверяю- 
щих качество продукции, движущейся по конвейеру, на 
котором она расположена в произвольном порядке, то 
для і-го автомата (2%і< л) входящим потоком будет по- 
ток непроверенной продукции (Г—1)-м автоматом. 

Во всех задачах с последовательно связанными си- 
стемами обслуживания входящий в Гю систему поток 
по своей структуре будет отличаться от потока, входя- 
щего в (1+1)-ю систему обслуживания. Поэтому, если 
входящий поток простейший, то выходящий поток из 
этой системы обслуживания не всегда будет простей- 
шим, ему будет присуще последействие. 

Возникает вопрос, как влияет наличие последействия 
в потоке требований на вероятность отказа. А. Я. Хин- 
чин доказал следующую теорему: вероятность потери на 
5-м приборе при $>1 всегда больше, чем вероятность 
потерь на первом приборе, если только поступающие на 
эти приборы потоки имеют одинаковую интенсивность. 
Доказательство этой теоремы можно найти в [27]. 
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Еще более общая теорема была доказана Т. А. Алза- 
ровым и А. М. Чавкиным, согласно которой вероятность 
потери требования на (5-+1)-м приборе всегда больше, 
чем вероятность потери на 5-м приборе, если на эти 
приборы поступают потоки требований равной интен- 
сивности. | 

Физический смысл приведенных теорем достаточно 
ясен: на каждый следующий прибор поступает поток 
требований все более и более невыгодного строения для 
обслуживания. Увеличение вероятности потери требова- 
ний происходит за счет того, что на последующие при- 
боры поступают все те требования, которые поступали 
слишком быстро — одно за другим. Таким образом, по- 
токи, которым свойственно поступление за. короткий 
срок сразу нескольких требований, становятся все более 
неравномерными. 


1.6. Показатели эффективности обслуживающих 
систем 


Под эффективностью обслуживающей системы пони- 
мают характеристику уровня выполнения этой систе- 
мой тех функций, для которых она предназначена. 

Выбор показателя эффективиости зависит от той за- 
дачи, которая поставлена перед исследованием. Показа- 
тели эффективности зависят от трех групп факторов: 
характеристик качества и надежности системы обслужи- 
вания; экономических ` показателей, характеризующих 
работу этой системы (ее стоимости, трудовых затрат об- 
служивающего персонала, убытков, связанных с несвое- 
временным обслуживанием, и т. д.); особенностей ситуа- 
ции, в которой эксплуатируется система (параметров по- 
тока требований, ограничений на длину очереди и др.). 
В зависимости от условий эксплуатации системы и при- 
нятого показателя эффективности выбирается и матема- 
тическая модель процесса. При этом выбранные крите- 
рии должны быть чувствительными к изменению варьи- 
руемых параметров системы массового обслуживания. 

Эффективность систем массового обслуживания мож- 
но характеризовать большим числом различных количе- 
ственных показателей. Ниже приводятся наиболее ча- 
сто применяемые показатели эффективности систем 
массового обслуживания и их обозначения. Однако 
предлагаемый комплекс показателей далеко не полный. 
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При решении практических задач может появиться не- 
обходимость в использовании других показателей или 
их комбинаций. 

Все предлагаемые показатели будут характеризо- 
вать способность системы по обслуживанию заявок, от- 
нюдь не характеризуя качество самого обслуживания. 

К числу наиболее часто применяемых показателей 
эффективности функционирования систем массового об- 
служивания относятся следующие: 

— вероятность потери требования в системе массо- 
вого обслуживания. Это очень важная характеристика. 
Особенно часто ею пользуются при исследовании воен- 
ных вопросов. Например, при оценке эффективности про- 
тивовоздушной обороны объекта она характеризует ве- 
роятность прорыва воздушных целей к объекту. Приме- 
нительно к системам массового обслуживания с поте- 
рями она равна вероятности занятости обслуживанием 
требований всех п приборов системы. Чаще всего эту 
вероятность обозначают ри ИЛИ ротк; 

— вероятность того, что обслуживанием требований 
в системе занято ^ приборов, равна — р». Это наиболее 
полная характеристика, частным случаем которой явля- 
ется р», ро — вероятность того, что все приборы свобод- 
НЫ; 

— среднее число занятых приборов (каналов, ли- 
НИЙ) 


м. = У, ё (1.6.1) 
1 


характеризует степень загрузки обслуживающей систе- 
мы; 

— прямо противоположным последнему является по- 
казатель — среднее число свободных от обслуживания 
приборов 

п—] 
№, = У (п — Е) рь; (1.6.2) 


#=0 


— производным от этого показателя является коэф- 
фициент простоя приборов (каналов, линий) системы 
обслуживания 


Къ= “%; (1.6.3) 
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— аналогично можно определить коэффициент за- 
нятости оборудования, приборов системы 


Къ=^%;, (1.6.4) 

— ДЛЯ систем с ожиданием достаточно полной ха- 
рактеристикой времени ожидания является его закон 
распределения. Однако на практике чаще всего огра- 
ничиваются определением среднего времени ожидания 
требований в очереди до начала обслуживания при на- 
личии в системе и приборов 


со 
Т = М (ок) = — | Ра 0), (1.6.5) 
0 
Іде 


Р.о 20) = У РькРь ож 2 Ё]; 


—0 


Р®ож>й — условная вероятность того, что время ожи- 
дания ож при условии, что в момент поступления тре- 
бования в систему в ней уже обслуживалось А требова- 
НИЙ; 

— вероятность того, что время пребывания требова- 
ния в очереди не продлится больше определенной вели- 
ЧИНЫ 

оо 


Р. < = у, РьРь ож < 4; (1.6.6) 


Ап 


— другой важной характеристикой этих систем явля- 
ется средняя длина очереди 


со 
Моа У (Е — п) рь при Ёп, (1.6.7) 


= 


где рһ — вероятность того, что в системе находится Ё 
требований; 

— с последней характеристикой тесно связано сред- 
нее число требований (заявок), находящихся в сфере 
обслуживания 


29 


.: 
м=У Аль = М №; (1.6.8) 
== 1 


— вероятность того, что число требований (заявок) 
в очереди, ожидающих начала обслуживания, больше 
некоторого числа 


оо 
Р.„= У рь (1.6.9) 


Е=т+1 


Этот показатель особенно необходим при оценке воз- 
можностей размещения требований при ограниченности 
времени для ожидания. Кроме перечисленных критериев 
при оценке эффективности систем массового обслужива- 
ния могут быть использованы стоимостные показатели: 


Фоб — стоимость обслуживания каждого требования 
в системе; 


Дож — стоимость потерь, связанных с простаиванием 
требований в очереди в единицу времени; 

Ду — стоимость убытков, связанных с уходом из си- 
стемы требований; | 

Чь — стоимость эксплуатации каждого прибора систе- 
мы в единицу времени; 


Фик — стоимость единицы времени простоя прибора 
системы. | 


При выборе оптимальных параметров систем массо- 
вого обслуживания по экономическим показателям мож- 
но использовать функцию стоимости потерь в системе 
(для системы с ожиданием) [13] 


Оп = (дож Мож - Е дов 4 9) Т, (1.6.10) 


где Г — интервал времени. 
То же для системы с отказами 


С = (д М дурь) Т. (1.6.11) 


То же для смешанных систем массового обслужива- 
НИЯ 


От == (тко < - ож Мож Я дур» не 4а) Т. (1 .6.12) 
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При решении некоторых задач целесообразно поль- 
зоваться критерием экономической эффективности систе- 
мы массового обслуживания 


Е = робсАсТ— Са, (1.6.13) 


где с — экономический эффект, полученный при обслу- 
живании каждого требования; 

Робс — вероятность обслуживания требования (заявки). 

При исследовании и определении оптимального ва- 
рианта в качестве переменных чаще всего выбирают па- 
раметры А, М, џи др. При решении многих практических ‘ 
задач массового обслуживания в стационарных условиях 
полезно для контроля полученных результатов пользо- 
ваться простейшими функциональными связями крите- 
риев и параметров системы: 


а) М - №, = лп, (1.6.14) 
где п — число приборов в системе; 


б МММ (1.6.15) 


где /Мео — число ‘требований, находящихся на обслужива- 
НИИ: | 


я 


ЛА о Ее 


М — число требований в системе: 


оо 
М = у. рь; (1.6.16) 
е—1 
в) Ѓож -|- обе = треб, (1.6.17) 
ГДе ѓож` — среднее время ожидания требования в очереди: 
оо 
Гож = | онй (Го): (1.6.18) 
0 | 


Ѓобе — среднее время обслуживания требования в си- 
стеме; 
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преб — Среднее время пребывания в Системе: 


со 
Ѓореб = | (треб @Р (треб); 
0 


г) Аж = Моњ; (1.6.19) 
д) Азоб == М; (1.6.20) 
е =. (1.6.21) 


где Аьых — суммарная плотносгь выходящих потоков для 
систем с отказами: 


Авых = Ы а а. Ў (1 :6.22) 

А ых — плотность выходящего потока обслу женных тре- 
бований; 

4 -— плотность выходящего потока потерянных тре- 


бований. 
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СИСТЕМЫ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ПОТЕРЯМИ 


Эти системы распространены достаточно широко. 
Особенностью их функционирования является то, что 
всякое требование, поступившее в систему в некоторый 
момент времени, либо начинает сразу обслуживаться, 
либо теряется, если в момент его поступления все об- 
служивающие приборы заняты. 

Наиболее характерным примером систем этого типа 
может служить автоматическая телефонная станция. 
Эдесь заявкой, требованием, поступившим в систему, 
является обращение клиента на телефонную станцию. 
Если нужная линия связи уже занята разговором, або- 
нент получает отказ. Автоматическая телефонная станция 
дает частые гудки, и требование на разговор теряется. 
Системы с отказами могут быть одноканальными и мно- 
гоканальными. Например, телефонная станция с одной 
выходной линией связи является одноканальной систе- 
мой массового обслуживания. Если таких линий несколь- 
ко, то линия связи — многоканальная. 


2.1. Формулы Эрланга 


Простейшие задачи для систем массового обслужи- 
вания с потерями были впервые решены А. К. Эрлангом. 
Им же были выведены формулы оценки функционирова- 
ния этих систем при условии поступления простейшего 
потока заявок и для показательного закона распределе- 
ния времени обслуживания. 

Для установившегося процесса обслуживания при 
этих условиях Эрланг получил следующие зависимости: 
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— вероятность того, что обслуживанием заняты Ё 
аппаратов (линий, приборов и т. д.) 


(у 
в. Кі 
ра = =—0————, (2.1.1) 


5) 


= 0 


где \ — плотность потока заявок; 
п — число аппаратов (линий, приборов и т. д.); 


№ === — параметр обслуживания; 
оос 


[осе — среднее время обслуживания требования 
(заявки) в системе. 
Чаще всего в формулах используется параметр &= 
к М 
= тогда предыдущую формулу запишем так: 


А2 


Г 
(9.1.9) 


Ри 
О.В 
У = 
в—=0 
Частными случаями этой формулы будут: 


—щ вероятность того, что все обслуживающие аппа- 


раты свободны 
(2.1.3 


ратро, 


в=0 


— вероятность того, что все обслуживающие аппара- 
ты заняты. Это одновременно и вероятность отказа воб- 
служивании вновь поступившего требования в систему: 


ап 
т оп 
Пер. | (2.1.4) 
Е 
Ут 
А0 


На практике необходимо часто определять: 
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-— среднее число занятых обслуживанием приборов 
| : Е. 
©, 
№, = У Аль = У уг (9.1.5). 
б] В—1] 


и связанный с ним коэффициент занятости алпарагов. 
Одновременно это будет доля загруженных аппаратев 
за время обслуживания 


— среднее число аппаратов, свободных от обслуживания: 


№ | п—1 
; В (п р 
у= 00 0) =). М8) р; (2.1.0) 
к=0 в=0 
— коэффициент простоя аппаратов 
К„= “е. (2.1.8) 


При решении практических задач целесообразно для 
проверки правильности полученных результатов поль- 
зоваться вполне очевидным равенством 


Мо М =. (2.1.9) 


Зависимости (2.1.1):— (2.1.8), характеризующие эф- 
фективность функционирования систем массового обслу- 
живания с отказами, были получены при условии, что 
время обслуживания распределено по показательному 
закону. Справедливость формул А. К. Эрланга для аб- 
солютно непрерывного закона распределения показана 
Форте [22]. Но в [22] не приводится доказательства един- 
ственности и эргодичности стационарного распределения, 
а лишь даны краткие указания на возможность такого 
доказательства. Б. А. Севастьянов доказал эргодическую 
теорему для марковских процессов [23]. 

В результате этого получено стационарное распреде- 
ление, из которого, в частности, выводятся хорошо из- 
вестные формулы А. К. Эрланга и показана их неиз- 
менность при любом распределении времени обслужи- 
вания, но конечном и постоянном значении его матема- 
тического ожидания. Этот результат позволяет значи- 
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тельно расширить область применения формул 
А. К. Эрланга для решения многих практических задач. 
Рассмотрим несколько примеров. 


Пример 1. 


Необходимо оценить работу автоматизированной телефонной 
станции (АТС), которая имеет п=5 линий связи. К услугам стан- 
ции обращаются абоненты с требованиями на ведение разговоров. 
Естественно, что моменты поступления требований на станцию яв- 
ляются случайными и независимыми друг от друга. 

Задачу решим на примере простейшего потока требований. 

Пусть средняя плотность потока ^=2 вызовам в единицу вре- 
мени. Продолжительность каждого разговора является также вели- 
чиной случайной. Можно принять, что продолжительность разгово- 
ров различных абонентов подчинена показательному закону распре- 
деления. Пусть среднее время, необходимое для ведения каждого 
разговора, равно Ёобс=1 ед. вр. Может возникнуть сомнение в 
правомочности принятия показательного закона распределения вре- 
мени ведения разговора абонентов. Но, как уже говорилось выше, 
формулами Эрланга можно пользоваться при любых законах рас- 
пределения времени разговоров абонентов. 

В итоге в предлагаемом примере необходимо оценить функцно- 
нирование автоматической телефонной станции (АТС). 

Решение 

Определяется параметр а=ЛА ос =2-1=2. Вероятность того, 
что все линии будут свободны при работе АТС может быть опре- 
делена по формуле (2.1.3) 

1 
Ге т 7—6 0,138. 
ов 
ЕІ 
в =0 
Вероятность того, что абоненту будет отказано в обслуживании, 
рассчитывается по формуле (2.1.4) 


95 
ВР» = 0,138 т 


Среднее число занятых линий связи во время работы АТС. 
Для проведения необходимых расчетоз составим табл. 2.1.1. 


01087. 


Таблица 2, 1,1 


м р 
Ч й р [0А РЕР? 
Еи т РЕ рр (п Р) Рр 
0 0,138 0 0,688 
І 9 0,275 0,275 _ 1,101 
2 2 0,275 0,550 0,826 
3 1,333 0, 183 0,549 0,367 
4 0,667 0,099 0,368 0,099 
5 0,967 0,037 0,185 0 
Сумма | | 1,000 | 1,97 | 3,074 
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По результатам расчетов получено 


5 


№ = У рк, == 1,93 линий. 
#—=1 


Значит, коэффициент загрузки линий связи равен 


Среднее число свободных линий связи равно 


п—] 4 
у. = У (0—0 рь = У. (5—1) рь = 3,05 линий. 
бе] =] 


Коэффициент простоя линий равен 


При решении этого примера целесообразно воспользоваться 
табл. 4 приложения 5. Входом в нее является А и а, а из таблицы 
можно получить значения вероятностей состояний рһ и их частных 
значений ро и ра. 


Пример 2 

Необходимо спроектировать такую автоматическую телефонную 
станцию, чтобы она обладала пропускной способностью, при кото- 
рой вероятность получения абонентом отказа в обслуживании не 
превосходила рһъ<0,01. АТС проектируется из условия, что поток 
вызовов характеризуется плотностью А^= 0,5 вызовов в минуту. Счи- 
тается, что средняя продолжительность разговора равна #обе= 
=2 мин. Определить необходимое число линий связи. 


Решение 
Определение параметра 


@=Аобе==0.5 к |. 


Для составления расчетной табл. 2.1.2 воспользуемся табл. 4 
приложения 5. 


Таблица 9.1.29 


— 


Число линиЯ 

связи | Ри 
| 0,5 
й 0,2 
3 0,062 
4 0,015 
5 0,003 
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Из данных таблицы следует, что АТС нужно проектировать на 
5 линий связи. При этом будет обеспечена связь одного абонента 
с другим с вероятностью р= 0,997, 


2.2. Неустановившийся процесс в системах 
массового обслуживания с отказами 


В $ 2.1 рассмотрен математический аппарат, с по- 
мощью которого можно оценить функционирование 
в стационарном режиме простейших систем массового 
обслуживания с отказами при условии поступления 
в них пуассоновского потока требований. Однако на 
практике в реальных системах массового обслуживания 
поток требований может длиться ограниченное время, 
в течение которого система не успевает войти в стацио- 
нарный режим. Примером этому может служить функ- 
ционирование системы ПВО, которая отражает кратко- 
временный налет воздушного противника. Можно при- 
вести много других примеров, иллюстрирующих это об- 
стоятельство. Поэтому при решении практических задач 
важно определить, при каких условиях процесс обслу- 
живания в системе можно считать установившимся. 
Если же по условиям его нельзя считать установившим- 
ся, то на какую ошибку вычислений можно рассчиты- 
вать при использовании формул, полученных для ста- 
пионарного режима работы этой системы. 

Очевидно, что вначале, сразу после включения си- 
стемы в работу, протекающий в ней процесс еще не бу- 
дет стационарным. В системе массового обслуживания 
(как и в любой динамической системе) возникает так 
называемый «переходный», нестационарный процесс. 
Однако, спустя некоторое время, этот переходный про- 
цесс постепенно затухает и система переходит на ста- 
ционарный, установившийся режим, вероятностные ха- 
рактеристики которого уже не будут практически зави- 
сеть от времени. 

Поэтому при оценке функционирования систем мас- 
сового обслуживания на практике необходимо оценить 
влияние начального момента обслуживания на процесс 
затухания и определить те условия, при которых воз- 
можно с достаточной точностью сделать предположение 
о стационарности процесса работы исследуемых систем. 

Приведем вывод зависимостей, которые учитывают 
начальный период работы системы массового обслужи- 
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вания. Для простоты решения предлагается рассмотреть 
однолинейную систему с отказами. | 

Обозначим 
ро(Ё) — вероятность того, что прибор в момент времени? . 

свободен от обслуживания; 
р. (Е) — вероятность того, что прибор в момент времени 
і занят обслуживанием. 

Пусть на прибор поступает в ограниченный отрезок 
времени простейший поток заявок плотностью А. Время 
обслуживания одной заявки случайное и распределено 
по показательному закону с параметром и. 

За начало (1=0) функционирования системы прини- 
мается момент поступления первой заявки. Тогда, оче- 
видно, в начальный момент времени і должно выпол- 
няться условие р, (0) =1. 

Определяется вероятность того, что прибор занят 
обслуживанием в момент времени #--АЁ. Она будет сла- 
гаться из вероятностей следующих двух несовместных 
событий с точностью до бесконечно малых более высо- 
кого порядка, чем Л: 

— в момент времени # прибор был занят обслужи- 
ванием и за время Лі не освободился от обслуживания 
ри (1) (14%); 

‚ < в момент времени Ё прибор был свободен, а за 
время Л? поступила заявка на обслуживание ЛАЁро (1). 

Тогда вероятность того, что прибор занят обслужи- 
ванием в момент времени #-+- Аі, может быть определена 
из выражения 


р (ЕАР) = р, (0) (1%) + 


Если перенести р! (і) в левую часть и разделить на 
Лі, то получим 


1 (24 АР) — р. (1 
РОТА Р р, (0) 4-арь(0 40040). 


При Л#—0 это равенство превращается в дифферен- 
‚ циальное уравнение 


р’ (В) =— при (В) НАро (0). ор 
Если учесть нормирующее условие 


ро(#).+р1 (1) =1, 
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го уравнение (2.2.1) сводится к линейному уравнению 
первого порядка 


р (Е) А (А р) р (0). (2.2.2) 


Для интегрирования уравнения (2.2.2) можно вос- 
пользоваться методом вариации произвольной постоян- 
ной. Решение этого уравнения целесообразно искать 
в виде 


Але, (9.9.3) 


где и([) — искомая функция 1. 
Совместное решение уравнений (2.2.2) и (2.2.3) да- 


ет результат 


и(#) = це" юг р. (9.9.4) 


Учитывая начальное условие р: (0) = 1 из (2.2.3) и 
(2.2.4) получим 


__ № 
= Е, 


Отсюда решение уравнения (2.2.2) определяется 
в таком виде: 


\ ИЕ А 
р, (В = Е Б. (2.9.5) 


В частном случае, при їі—оо, выражение (2.2.5) пре- 
вращается в формулу Эрланга для одноканальной си- 
стемы: 


5. 
Рр 


где р. — вероятность того, что канал занят обслу живанием. 


Математическое ожидание числа заявок, обслужен- 
ных за время і, при конечном времени функционирова- 
ния системы, может быть определено как произведение 
среднего времени Тор, в течение которого прибор был 
занят обслуживанием, на среднюю плотность обслужи: 
вания одной заявки р 


Та = Тсри. 
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Значение среднего времени Гер можно определить 
по формуле 


+ 
Гор = | ВЕ. 
0 | 


Тогда 


ее, (2.9.6) 


п, 


Т =. — — время поступления потока заявок в систему, вы- 
°“  раженное в единицах [обе; 
[„— длительность процесса. 


В стационарном режиме математическое ожидание 
числа заявок, обслуженных за время [», равно 


т, Т (2.9.7) 


ан И 


Тогда абсолютная ошибка в определении среднего 
числа обслуженных заявок при предположении стацио 
нарности процесса будет равна 


Ат = е р (2.2.8) 


ВЕ: УШИ 
(«Е 1) 


Относительная ошибка определяется из зависимости 


__ Аті _ 1 КЕ — (о + 1) Т 
Ат, | м ТП ре 1. (2.2.9) 


На рис. 2.2.1 представлена зависимость относительной 
ошибки Ат, от продолжительности поступления потока 
оти 


заявок при различных значениях параметра а. Ана- 
лиз уравнения (2.2.9) показывает (это наглядно вид- 
по на рис. 2.2.1), что с увеличением а процесс уста- 
навливается значительно быстрее. Так, при а=<2 уже 
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при длительности процесса обслуживания более 2№6с 
ошибка не превосходит 10%. На рис. 2.2.2 показано, как 
уменьшается эта ошибка в зависимости от величины а 
для некоторых значений длительности процесса Т. 


700 | 


0 Собс (2066 ЭФ Т 


Рис. 2.2.1. Зависимость относительной ‘ошибки Атцотн от продолжи 
тельности процесса. 


т 
Аи отн 


0 70 . 715“ 


Рис. 2.9.9. Зависимость относительной ошибки Ат:отн От величины 4, 
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Получение аналитических зависимостей для п> | 
при неустановившемся процессе сопровождается гро- 
моздкими вычислениями, поэтому для значений и2>! 


ошибки А, целесообразнее получать методом ста- 
ОТН 


тистических исп ытаний. 


Для облегчения расчетов по формуле (2.2.6) в при- 
ложении 5 дана табл. 15. 


Как уже отмечалось, для систем с отказами для уста- 
новившегося состояния результаты расчетов по форму- 
лам Эрланга не зависят от закона распределения вре 
мени обслуживания (при постоянном значении его ма- 
тематического ожидания). Это несправедливо для не“ 
установившегося процесса, и разница в получаемых ре 
зультатах может быть тем больше, чем меньше время 
продолжительности рассматриваемого процесса. Рас 
смотрим эти явления на примере, когда время обслужи- 
вания постоянно. 


Отношение величин математических ожиданий числа 
заявок, принятых на обслуживание при неустановившем- 
Ся процессе, к числу заявок при установившемся про- 
цессе, запишется в виде 


Ое 006, (2.2.10) 


Величина т; при Ѓобс=сопѕї может быть определена 
из зависимостей, вывод которых приводится в приложе- 
нии 1: " 


Юд == 1 при Т] (2.110) 
И 
р № Р 
т=14 ре. $ (Т—1— 1) (2.2.12) 
1 
У р) 


при Т>1, где р=1-[7]; в квадратных скобках обозначе- 
на целая часть числа 


Ты" 


Їобс 
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На рис 2.2.3 даны некоторые результаты расчетов. 
Как видно, процесс затухания при постоянном времени 
обслуживания носит колебательный характер. Обобщая 
результаты, полученные для случаев, когда время об- 
служивания случаино и постоянно, можно сделать сле- 
дующее заключение: при определении пропускных спо- 
собностей систем массового обслуживания с отказами 
для процессов продолжительностью более (2-3) бе 
можно при расчетах с достаточной степенью точности 


0 
Е. 


0 


Рис. 2.2.3. Сходимость процесса при постоянном времени обслужи- 
вания. 


использовать зависимости, полученные для стационар- 
ного процесса. 

Если точность получаемых результатов необходимо 
повысить или продолжительность процесса мала, то сле- 
дует при расчетах использовать формулы (2.2.6), 
(2.2.11) и (2.2.12), выведенные для процессов конечной 
продолжительности. 

Для удобства использования этих формул рассчита- 
ны и составлены таблицы, которые помещены в прило- 
жении 5 (табл. 16). | 


Пример 1 

Диспетчерский пункт скорой помощи района имеет связь со 
всеми поликлиниками, больницами и другими пунктами, где имеются 
дежурные бригады врачей скорой помощи. При поступлении вызо- 
ва скорой помощи диспетчерский пункт связывается с ближайшим 
к месту вызова пунктом. Если в момент вызова имеется дежурная 
машина, то врач выезжает по вызову. Когда в момент вызова нет 
дежурной машины (не вернулась еще с обслуживания одного из 
предшествующих вызовов), диспетчерский пункт обращается в сле- 
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дующеё Место дежурства ‘скорой помощи, а Для данного пункта 
вызов считается потерянным. 

При некоторой поликлинике дежурит одпа машина, Опыт пока- 
зал, что в среднем плотность поступления вызовов скорой помощи 
в данную поликлинику равна ^=0,5 выз/час. Время обслуживания 
одного вызова является случайным. Оно зависит от расстояния до 
места вызова, от характера ‘несчастного случая и т. д. Среднее вре- 
мя обслуживания вызова равно одному часу. Определить среднее 
число обслуженных вызовов в смену через равные промежутки вре- 
мени в один час, если начало смены в 12 час. ночи и за время 
приема и сдачи дежурства уже поступил первый вызов. 

Решение 

Определим параметр а: 


== АРоб, = 0,0-1 = 0,5. 
По величине а=0,5 в табл. 15 приложения о огределим мате- 


матическое ожидание числа вызовов, обслуженных в течение раз- 
личных промежутков времени. Результаты сведены в табл. 2.2.1. 


Таблица 2.25.1 


Продолж ительность 


дежурства, час І 2 З 4 5 
Математическое 0,68 1,09 1,44 1,78 2.11 
ожидание 


Таким образом, среднее число обслуженных вызовов за каж- 
дый интервал времени продолжительностью в один час равно 
(табл. 2.2.2) 


Таблица 2.2, 2 


с с 0 до с | до с 2 до с 3 до с 4 до 
Интервал І час 2 час 3 час 4 час 5 час 
Математическое 0,68 0,41 0.35 0,34 0,33 


ожидание 


Сравним эти результаты с результатами, которые получаются, 
если расчеты производить по зависимостям, полученным в предпо- 
ложении стационарности процесса. В этом случае число обслужен- 
ных вызовов за любой равный промежуток времени будет одинако- 
вое и определится по формуле 

04 


Тстац = Та. Г. 


где а=0,5; Г=1, 

Результаты расчетов приведены в табл. 2.2.3. 

Из таблицы видно, что при определенли работы скорой помощи 
поликлиники ‘в начале смены необходимо пользоваться зависимостя- 
ми, полученными для нестационарного процесса. Если ‘использовать 
формулы, полученные для стационарного процесса, то ошибка мо- 
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| 


Таблица 9.9.3 


Интервалы времени 


Математическое 


ожидание 0—1 Го 93 34 | 4—5 

При нестационар- 0,68 0,4] 0,35 0,34 0,89 
ном процессе 

При стационар- 0,99 0.933 О: 99 0,33 0,88 
ном процессе 

ДАбсолзотная 0,95 0, 08 0,02 0,01 0 
ошибка 

Относительная 106 24 б о 0 


ошибка, % 


жет быть более чем в два раза. В дальнейшем видно, что процесс 
устанавливается довольно быстро. 

Определим среднюю вероятность того, что каждая заявка будет 
обслужена. Всего за пять часов можно обслужить в среднем 
2,11 вызова. Поступит за это время, с учетом того что первый вы- 
зов уже поступил во время смены дежурства, в среднем 3,5 вызо- 
ва. Отсюда обслужено будет около 60% всех поступивших вызовов. 


Пример 2 

Готовые изделия поступают на конвейер, по которому двигают- 
ся в цех упаковки. На пути их движения находится пункт ОТК, 
который может проверять одновременно до пяти гзделий. Время 
на проверку одного изделия постоянное и равно сдному часу. Из- 
делия поступают на конвейер со скоростью в среднем около 
5 изд/час. В начале смены контрольный пункт свободен. 

Определить математическое ожиданме числа проверенных изде- 
лий за интервал времени, равный двум часам с момента поступ- 
ления первого изделия на конвейер. 


Решение 

Первое изделие, которое сразу поступало на проверку, будет 
проверено через час. Вероятность того, что в момент окончания 
проверки первого изделия поступит другое, очень мала. В то же 
время, если тот прибор, с помощью которого  контролировалось 
первое изделие, начнет через некоторое время после освобождения 
проверку следующего, то он ее не закончит к концу второго часа. 
Следовательно, тот прибор, который принял на контроль первое из- 
делие, сможет обслужить к исходу второго часа только одно изде- 
лие. Остальные приборы начнут контроль поступающих изделий 
позже, поэтому они смогут проверить полностью за первые два 
часа не более чем по одному изделию. Рассмотрим ход решения 
задачи. Вначале определим математическое ожидание числа изде- 
лий, принятых на контроль за первый час после поступления перво- 
го изделия. Для этого найдем, сколько в среднем примут изделий 
на контроль за первый час остальные 4 прибора (т. е. кроме того, 
который принял на контроль первое изделие). Вероятность того, что · 
Е приборов приступят за первый час к контролю, равна вероятности 
того, что за это время (т. е. за один час) поступит не менее # 
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изделий. Вероятность поступления, равная А изделиям, может быть 
определена по формуле 
(№)" 
БЕА, 


РЕ (В = Р) 


В нашем примере ^=5 изд/час и (==] 996: 

Вероятность того, что будут заняты все остальпые 4 прибора, 
равна вероятности того, что за первый час поступит не менее 4 из- 
делий. Отсюда среднее число изделий, принятых на контроль за 
один час всеми 5 приборами, равно 


3 


3 / 
м-1+ У вт | 1-У, рь |. 
к \ 


2—0 


=! 
Для определения величины М составим табл. 2.2.4. 


Таблица 2. 2.4 


ии 


Число поступивших Версятность поступле- вр 
изделий (№) ния (№) изделий (рр) к 

Е. ттт ии 
0 0,0067 0 

| 0,0337 0,0337 

2 0,0842 0,1684 

3 0, 1404 0,4212 

Сумма 0, 2650 0,6233 


Тогда математическое ожидание числа изделий, принятых на 
проверку за первый час ‘или, что то же, проверенных за два часа 
с момента поступления первого изделия, равно 


М=1-+0,62-+2,94= 4,56 изд. 


Всего за первый час в среднем должно поступить на контроль 
5 изделий. Следовательно, 90,1% всех изготовленных изделий за 
первый час будет проверена. Максимальные возможности контроль- 
ного пункта 5 изё/час. Если бы организация работы была такая, 
что изделия поступали партиями 5 изделий через 1 час, то они все 
были бы проверены. Но из-за случайного характера поступления 
изделий часть времени приборы контрольного пункта будут про- 
стаивать и не все ‘изделия подвергнутся контролю. Решим этот же 
пример в предположении, что процесс контроля установившийся. 
В этом случае математическое ожидание числа заявок, принятых на 
обслуживание за первый час, равно 


Мстац= (1—Ротк) АТ, 


гле Ротк — вероятность того, что изделие не будет принято на 


контроль; 
Т=1 час; \№=5 изд/час. 


Определяем параметр 9: 


(= АМобе=9. 


ет 


По значению 9=5 и п=5 определим по табл. 4 приложения 5 
величину Ротк=0,985. 
Отсюда 


Мстац=0,715 5. [=3,59 изд. 


Таким образом, если решать эту задачу в предположении стацио- 
нарности процесса контроля, то мы получим результаты ниже 
на 27%. 


Рассмотренные примеры показывают, что при реше- 
нии различных прикладных задач во многих случаях 
требуется учитывать нестационарность процесса. Чтобы 
оценить погрешность от допущения стационарности про- 
цесса, при проведении расчетов можно использовать вы- 
вод о том, что при заданных параметрах длительности 
процесса Г и производительности системы о максималь- 
ная ошибка будет для одноканальной системы. Поэто- 
му ошибка одноканальной системы может являться как 
бы верхним пределом. Прежде чем проводить расчеты, 
необходимо оценить ошибку от допущения стационар- 
ности процесса, а затем решать, какими зависимостями 
пользоваться. 


2.3. Системы с поступлением групповых заявок 


В предыдущих параграфах рассматривалось исполь- 
зование математического аппарата теории массового об- 
служивания, разработанного применительно к ординар- 
ным потокам требований. Однако в практике возможны 
случаи, когда требования на обслуживание поступают 
в систему группами — парами, тройками либо группами 
со случайным числом заявок в каждой. Придя в си- 
стему массового обслуживания, каждое из требований 
группы либо обслуживается, либо получает отказ, в за- 
висимости от занятости приборов обслуживания. При- 
мером этому может служить прилет в систему ПВО са- 
молетов противника парами, звеньями и т. д. [19, 26]. 
В работе ПВО прикрываемого объекта каждый из само- 
летов противника будет обстреливаться зенитными ком: 
плексами. 

Для решения подобных задач разработан математи- 
ческий аппарат, который получен при следующих до- 
пущениях: 

— поток групп заявок пуассоновский, 

— время обслуживания каждой заявки в группе под- 
чинено показательному закону, Е 
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— выбор заявки в группе производится случайно, по 
закону равной вероятности. 

Как и для случая ординарного пуассоновского по- 
тока, справедлив вывод Б. А. Севастьянова, что зави- 
симости, получаемые для стационарного решения, не 
зависят от распределения времени обслуживания, если 
входящий поток групп заявок является пуассоновским. 

Число заявок в группе постоянное. Для этого случая 
получены . следующие рекуррентные зависимости, вывод 
которых можно найти в [26]: 


2 о — 1, 
Пя) 0.== 20,, 
(54-а) рь = (24-1) рь. при < т, 
(64 а) рь = (6-4-1) рь. 4 арь ы при б > т, 


(2.3.1) 


Ыырчарниринишининриннишириә) 


(0-а) ра = ары, 
где 1/71 — число заявок в группе; 
а — А обе, 
\, — ПЛОТНОСТЬ групп заявок; 
[обс — среднее время обслуживания каждой заявки; 
п — число приборов обслуживания системы. 


При решении системы (2.3.1) получены следующие 
зависимости при т<п: 


Ок == кро, (2.8.2) 
где 
Печи 
ув == 2 т при < т 
И к 
П г (1) Б т — | 
Үк == = я —@ у, х 
А т ј — | с 
П к+е+л+а 
х е үз при > м, 
П (+/+) 
0 С 
где [| (х) = 1 
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Значение величины ро определяется из нормирующе- 
го условия 


РЕК, (2.3.3) 


Если же группы состоят из числа заявок, которые 
больше, чем число приборов, т. е. #1, то в ЭТОМ слу- 
чае, очевидно, при поступлении групповой заявки систе- 
ма будет переходить сразу из любого состояния в со- 
стояние, когда все приборы заняты. Решение такой си- 
стемы приведено в приложении 4. Вероятности состоя- 
ний системы для этого случая определятся из уравне- 
НИЙ 


2—1 
П +) (9.3.4) 
Рь== ро, р 1, 2, ...п, 
И 
П с) 
Во — ае ЕНИ И (2.3.9) 


п! 


Для удобства использования полученных зависимо- 
стей составлены таблицы (см. приложение 5, табл. 7). 
— Вероятность отказа в обслуживании 


п 
У 
0 


Е 
Вотк == | аа. 


— Среднее число занятых приборов 
п 


а == > К рь. 


— Коэффициент занятости аппаратов 


— Среднее число свободных от обслуживания аппаратов 


Число заявок в группе случайное. Дальнейшим 
обобщением практических задач, связанных с поступ- 
лением в систему массового обслуживания потока груп- 
повых требований, является случай, когда число требо- 
ваний в группе случайное. Мы даем математический 
аппарат, который описывает функционирование систем. 
массового обслуживания с потерями при условии по- 
ступления в него пуассоновского потока групп требова- 
ний случайного состава. Это позволит расширить круг 
задач, решаемых методом теории массового обслужи- 
вания. Например, при налете авиации на объект число 
‚самолетов в группе может меняться в зависимости от 
различных условий. Как правило, к зоне обороны под- 
ходят неполные звенья, так как часть самолетов мо- 
жет быть поражена зенитным огнем, часть звеньев 
под воздействием огня расстроит свои боевые порядки. 
Или другой пример. Каждый покупатель может потре- 
бовать в билетной кассе различное случайное количе- 
ство билетов (например, один покупатель требует два 
билета, другой четыре, третий один и т. д.). 

Далее, при бомбардировке вещества быстрыми ча- 
стицами может выбиваться сразу несколько осколков, 
причем при каждом ударе частиц образуется различное 
количество осколков. Вот почему предлагаемая задача 
представляет практический интерес. 

Рассмотрим постановку задачи. В п-канальную си- 
стему массового обслуживания с отказами поступает 
пуассоновский поток групповых требований случайного 
состава. Это означает, что если в момент Ё поступило 
групповое требование, то с вероятностью @; может по- 
ступить лишь одно требование в группе, с вероятностью 
аз — два требования и вообще с вероятностью а, — г тре- 


4% 5] 


бований. При этом должны выполняться условия 
4.220, РЕ Ь, 2, Иа: 
И 


Как показано в [9], система дифференциальных уравне- 
ний, описывающая все состояния, имеет вид 


р' (0) = — Ар, (2) 4-р, (0), 
рп (В = — (А -- К) рк (2) 


№ 
+2 У агрь-:(0) 4-(8-- 1) вова: (0) при #< и, 
= г (2.3.6) 


ооо о ооо ГҮЕ ҮЕ В п оо о у 


п оо 
Р’п (2) — — #0 а р У. ат, 
= 


1225 


где ро(і), рь(Ё} и рь (4) — вероятности состояний си- 
стемы, когда в ней занято обслуживанием соответствен- 
но А и пи приборов; 

Л, — плотность потока групп требований; 

и — параметр, характеризующий систему обслужива- 
НИЯ: 

1 

Йобс і 


А — 


Гобс — среднее время обслуживания прибором оди- 
| ночного требования; 
п — число приборов в системе. 
Полагая, что существует стационарное решение при 
і—-оо, получим систему алгебраических уравнений: 


= 


во о о о о о о 6 о @Ф © © 9 бб 9 © п о оао опао п о по 


52 


Значение р, определится из нормирующего условия 


п 
№' СЪ == 1. 
м РЕ 
Е —=0 
В установивп.емся процессе в каждый момент времени 
П 
система содержит в среднем \` рь требований. Следователь- 
В] 
но, за каждую единицу времени обслуживается в среднем 


п 
ву. Кр» требований. Поступает же в систему за единицу 


е ] 
Со 


времени в среднем У Ка, требований. 
і 
Отсюда вероятность того, что требование получит отказ 
в обслуживании, будет равна 
п 
у, 
а 
=] 
Роке | — 55 , (2.8.8) 
я 
« \ Рав 
= 
№5 
где а == Ае; 

\ — плотность поступления групп требований случай- 
ного состава. 

Остальные показатели обслуживания могут быть оп- 
ределены так же, каки в случае, когда число требова- 
ний в группе постоянное. Рассмотрим следующие при- 
меры. 


Пример 1 

Оценить эффективность некоторой лротивокатерной обороны 
соединения кораблей, состоящей из трех единиц (п=3), когда ка- 
тера противника производят атаку с плотностью А=1 группа/[мин. 
Группа может состоять с равной вероятностью 'из одного, двух или 
трех катеров противника. Время, необходимое противокатерному 
средству на обстрел одного катера, равно 1 мин. 


Решение 
Определим параметр а: 


а = Л обе = 1. 
Используя систему алгебраических ‘уравнений (2.3.7), найдем 
р (0<—^= 3): 
Рі — Ро. 
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Получим следующие значения вероятностей состояний системы 
противокатерной обороны: 


ро=0,29; р: = 0,29; р2=0,24; рз=0,18. 


По формуле (2.3.8) определим вероятность того, что катер против- 
ника будет обстрелян: 


20,29 + 2.0,24 + 3-0,18 


обс == 1 


7 = 0,66. 
ве! 


Таким образом, две трети катеров противника будет обстре- 
ляно средствами противокатерной обороны. 

Определим среднее число средств яротивокатерной обороны, 
занятых обстрелом: 


3 
№ == У; рь = 0,29  2.0,24 | 3:0, 18 = 1,31 средств. 
Р 1 


Коэффициент загрузки каждого средства равен 


Следовательно, около 449 всего времени боя средства проти- 
вокатерной обороны будут заняты обстрелом катеров противника. 
Остальное время они будут ожидать появления очередных целей. 


Пример 2 

Назначение информационной логической машины — обработка 
сообщений, которые поступают группами. Поток трупп сообщений 
можно приближенно считать простейшим. Поступающие сообщения, 
застав все каналы обработки информации машины занятыми, теря- 
ются. Время на обработку одного сообщения является случайным. 
Пусть оно подчинено показательному закону с математическим ожи- 
данием, равным Ёобе= 0,2 сек. Число сообщений в группе постоян- 
ное и равно т=3 сообщениям. Необходимо определить, сколько 
каналов обработки должна иметь машина, чтобы при плотности по- 
тока А=5 сообщ/сек вероятность потери информации была не бо- 
лее 5%. Какой коффициент полезного действия имеет эта машина? 


Решение 
Определим параметр о: 
== ЛФобе == 1. 


04 


По значениям а= и числу сообщений в группе т=3 в табл. 8 
приложения 5 находим вероятности потери информации в машине 
при различном числе каналов обработки. | 


Таблица 2.3.1 


п 8 9 10 


Роть» 0/0 т 4,6 9.7 


Судя по данным, приведенным в табл. 2.3.1, машина должна 
иметь не менее 9 каналов. В этом случае вероятность потери ин- 
формации не превысит 5%. 

Для определения математического ожидания числа каналов, за- 
нятых обработкой информации, составим вспомогательную таблицу. 
При ее составлении воспользуемся табл. 8 приложения 5, где вход- 
ными данными являются величины а, Пи т. При а=|, п=9 кана- 
лам, т=3 сообщениям в группе получаем данные, приведенные 
В табл. 2.3.2. 

Таблица 2.3.2 


Число каналов обработки, п | Вероятности состояний, рр рр 
1 0,162 0, 162 
2 0,162 0,324 
З 0, 162 0,486 
4 0, 122 0,488 
5. 0,089 0,445 
6 0,062 0,372 
7 0,040 0,280 
8 0,023 0, 184 
9 0,016 0, 144 
Сумма | 2,885 


Таким образом, при заданной плотности поступления инфор- 
мации и числе каналов обслуживания п=9 в среднем около трех 
каналов будут загружены все время обработкой информации, от- 
куда коэффициент загрузки равен 


Среднее число свободных каналов обработки информации 
М =9—2,88 = 6,12. 
Коэффициент простоя каналов обработки равен 
№, __6,12 
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Как видно из примера, коэффициент простоя каналов большой, 
однако уменьшить число каналов не представляется возможным, так 
как тогда не будет выполняться условие: вероятность потери тре- 
бования не должна превышать 5%. 


2.4. Системы с последовательно 
расположенными приборами 


Последовател ьно расположенные группы ОДНОТИП- 
НЫХ приборов. На практике довольно часто возникают 
ситуации, в которых необходимо определить вероят- 


= и рудеж проти- 
ботанковои обороны 
из т средств 2-и рубеж 3-а рубеж 
из г) средств из Гу средств 


а 0 й г 
= Объект. 
Е од 
——————}№~ —_—————---№ь 
——-— 
— сы 
ань 
—_——_ > 


Рис. 2.4.1. Схема эшелонированной противотанковой обороны 
объекта: | 


а — поток танков; б — поток танков, прорвавшихся через 1-й рубеж; в — по: 
ток танков, прорвавшихся через 1-й и 2-й рубежи; г — поток танков, про- 
рвавшихся через оборону. 


ность обслуживания заявки (требования) при прохожде- 
нии ею ряда последовательно расположенных групп при- 
боров. В таких системах заявки, которые небыли сразу 
обслужены приборами первой группы, поступают на при- 
боры второй группы. Заявки, которые не были обслужены 
и приборами второй группы, поступают на приборы треть- 
ей группы и т. д. Пусть имеется { таких групп, а при- 
боров в каждой группе /;, где 1<]=<1 Для ряда при- 
кладных задач интересно определить потери заявок на 
приборах каждой группы или после прохождения всей 
системы. Эта задача для упорядоченной последователь- 
ности одиночных приборов была рассмотрена Пальмом. 
Примером сформулированной задачи может служить 
эшелонированная противотанковая оборона какого-ни- 


96 


будь объекта (рис. 2.4.1). Танки противника, цель кото- 
рых — прорваться к объекту, должны прежде всего пре- 
одолеть последовательно все эшелоны противотанковой 
обороны. В каждом эшелоне может находиться различ- 
ное количество средств. Необходимо провести оценку 
эффективности такой системы противотанковой оборо- 
ны, состоящей из однотипных средств. Подобные задачи 
решены при следующих предположениях: 

— входящий в систему поток требований является 
пуассоновским с параметром Л, 

— время обслуживания заявок, поступающих в си- 
стему, является случайной величиной с показательным 


законом распределения, имеющим параметр в = ==, 
— все приборы системы однотипны, т. е. имеют оди- 
наковый закон распределения времени обслуживания. 
Система функционирует следующим образом. Посту- 
пившие в нее заявки обслуживаются приборами первого 
эшелона (группы). Если они будут заняты обслужива- 
нием, то требования получат отказ на приборах первой 
группы и поступят на обслуживание приборов второй 
группы. Вероятность того, что заявки получат отказ на 
приборах первой группы и поступят на приборы второй, 
определяется по формуле Эрланга 


Гн иц (9.4.1) 


2—0 


Если и приборы второй группы будут также заняты 
обслуживанием, то заявки получат отказ. Вероятность 
этого события, как показано в [8], равна 


агі + Га 


р.= ия) (2.4.9) 


Г. - Га 


У = 


где л — число приборов в первой группе; 
ѓа — число приборов во второй группе. 
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Ёсли таких групп 1, То В общем виде вероятность про- 
хода заявок необслуженными СКВОЗЬ ВСЮ систему рав- 
на 

ат Га +... +7 


га Е 4...4 га)! 
р ИИ (2.4.3) 
т 
Уз 


вв 


Используя формулу (2.4.1), можно определить: 
— вероятность отказа в обслуживании на приборах 
[-й последовательной группы 


м. 
у=; _ (9.4.4) 


— вероятность того, что приборы ј-й последователь- 
ной группы обслужат заявку, которая не была обслуже- 
на предыдущими группами: 


= Рі: р). , (2.4.5) 


обс; 21-1 


— коэффициент производительности приборов /-й по- 
следовательной группы (1<]=<1) | 


т (2.4.6) 


Применение полученных зависимостей рассмотрим 
на примере. 


Пример 1 

Завод выпускает продукцию в виде некоторых изделий. Произ- 
водительность завода по выпуску А=0,5 изд/мин. Прежде чем по- 
ступить на упаковку, они пройдут функциональный контроль в 
сборке на специально разработанных стендах. Готовые изделия 
к стендам подаются транспортером. Каждый из стендов может 
одновременно контролировать только одно изделие. Необходимо 
определить, сколько и какой производительности нужно поставить 
стендов на контрольном пункте при минимальных затратах на стен- 
ды, монтаж контрольного пункта и обслуживание, чтобы в среднем 
не менее 95% готовых изделий было проверено. Стенды могут иметь 
различную производительность, т. е. время, необходимое для про- 
верки одного изделия, Чем выше производительность стенда, тем 
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он дороже. Зависимость стоимости стенда от его производительно- 
сти обозначим 


== ед. стоимости, 
Ёо бс 


где Гобс — время обслуживания, выраженное в минутах. 

Время, необходимое для функционального контроля и отлад- 
ки изделий, является величиной случайной, которая зависит от 
качества монтажа основных агрегатов и частей изделий, и колеб- 
лется в широких пределах. Время контроля каждогс изделия не 
зависит от времени контроля предыдущих изделий; статистический 
анализ времени контроля показал, что оно подчинено показатель- 
ному закону распределения с параметром 


1 


обс ° 


№ —я 


Чем больше стендов необходимо объединить на контрольном 
пункте, тем выше стоимость его монтажа и обслуживания. Пусть . 
стоимость монтажа и обслуживания контрольного пункта за время 
изготовления серии изделий задана функцией 


5 4 п? 
== ед. стоимости, 


З 


где л — число стендов. 
Тогда общая стоимость контрольного пункта, включая стои- 
мость стендов, монтажа и их серийного обслуживания, равна 


В распоряжении завода имеется пять типов стендов по конт- 
ролю готовых ‘изделий, которые имеют разную производительность 
и характеризуются Ёобе= 0,5; 1; 2; 5; 10 изд/мин. Для этих значе- 
ний Їовс находим величины параметра (табл. 2.4.1). 


Таблица 2.4.1 


`Робс 0.5 1 9 5 10 


а 0,25 0,5 | 2.5 5 


По табл. 4 приложения 5 определяем число стендов, которое 
необходимо иметь, чтобы осуществить контроль изделия с веро- 
ятностью 0,95. Количество стендов будет зависеть от их произво- 
дительности (табл. 2.4.2). 

Стоимость контрольного пункта в зависимости от типа приме- 
няемых стендов приведена в табл. 2.4.3. | 

Поэтому контрольный пункт следует создавать из стендов, 
имеющих среднее время контроля одного изделия 2 мин. При этом 
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Таблица 949 


== 56 реет 


для контрольного пункта потребуются 4 таких стенда. При орга- 
низации обслуживания стендов мастерами следует учесть, что 
стенды, которые работают большее время, требуют и большего 
обслуживания. Поэтому необходимо учитывать коэффициент про- 
изводительности каждого последовательно расположенного стенда. 


Таблица 2, 4, 3 


Тобе | 0,5 1 9 5 10 


Этот коэффициент может быть определен по формуле (2.4.6). Для 
нашего примера он равен: 
— для первого стенда 


— для третьего стенда 
ПИ ара и т 
ЦЕ 1 — р. 0,98 60,14; 


— для четвертого стенда 


Таким образом, первый стенд проверит 519 всех изделий, ко- 
торые будут подвергнуты проверке, второй — 30%, третий — 14% 
и четвертый — 54. 

Отсюда при организации профилактических работ, замене из- 
ношенных деталей и других видах обслуживания стендов следует 
чаще обращаться к первому стенду, так как у него будет загрузка 
наибольшая, несколько реже — ко второму стенду и т. д. 


Этот пример, конечно, носит условный характер, так 
как функции стоимостей взяты произвольные, однако его · 
можно рассматривать как первое приближение к реаль- 
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ному процессу при проектировании определенных авто- 
матических линий, и при более тщательном качествен- 
ном и количественном анализе рассматриваемого про- 
цесса он может оказаться полезным. 

Два последовательно расположенных прибора разной 
производительности. На практике часто возникают си- 
туации, в которых необходимо определить вероятность 
обслуживания заявки при прохождении ею ряда после- 
довательно расположенных приборов или групп прибо- 
ров разной производительности. Например, в рассмо- 
тренном выше примере с транспортером в контрольном 
пункте могут стоять стенды разной производительности. 


Поток поток 
Входяший |1-й прибор |необслужентьх 2-0 прибор нгобслуженных 
поток заявок 1-м заявок 1-ми 2-м 
приборами 


прибором 
Рис. 2.4.2. Система двух приборов разной производительности. 


При решении военных задач могут встретиться слу- 
чаи, когда необходимо определить эффективность мно- 
гоэшелонированной обороны, у которой в каждом эше- 
лоне имеются огневые средства, отличные по своим 
боевым возможностям от средств в других эшелонах. 

Наиболее простой системой массового обслуживания 
с последовательно расположенными приборами разной 
производительности являются два последовательно рас- 
положенных прибора разной производительности. Пусть 
эти приборы расположены друг за другом (рис. 2.4.2). 
Времена обслуживания каждого из них являются вели- 
чинами случайными, которые подчиняются показатель- 
ному закону с параметрами |м и > соответственно для 
первого и второго приборов. На первый прибор посту- 
пает простейший поток заявок с интенсивностью ЛА за- 
явок на единицу времени. Заявки, которые не были об- 
служены первым прибором из-за его занятости, поступа- 
ют для обслуживания на второй прибор. Если он свобо- 
ден, то заявки обслуживаются им, в противном случае 
заявки считаются необслуженными. 

Обозначим вероятности состояний системы: 

ри — первый и второй приборы свободны от обслу- 
живания; 

р, — первый прибор занят обслуживанием, второй 
свободен; 


6] 


ро: — первый прибор свободен, второй занят обслу- 
живанием; 

ри — оба прибора заняты обслуживанием. 

Решение данной задачи приводит к следующей си- 
стеме дифференциальных уравнений: 


Р' оо (0) = — Ар, (0) Е в. (В вро (0), 

В’ (2) оо (4 -- р) Роз (0) 4-01 (2), (2.4.7) 
т (0) = — (4+ ш) 01, (2) Ар, (2) м2: (1), Е 
р (0) = — (м 4) р (Ара (0) -Н Ар, (0). 


Можно показать, что для стационарного решения 
при [—> со выполняются условия | 


р23 (0) — раз == сопѕї и р”; (1) — 0, 
гав, 0 180, |. 
Тогда система дифференциальных уравнений пре-. 
вратится в систему алгебраических: 


А Роо — 0; —- 0001, 


(4+ р) Роз = №. Дал, ° (2.4.8) 
(1 -- в.) Ро == А Роэ -- №011; 
(р -- №») 21 == Аро -- Арз. 


Решение системы (2.4.8) дает: | 
1. Вероятность отказа в обслуживании заявки, ко- 
торая равна вероятности того, что заняты оба прибора: 
А2 
Чен — . (2.4.9) 
102 
№+А( + в) + А в, (2л в + в) 


Ров == Оп == 


2. Вероятность того, что все приборы свободны от 
обслуживания: 
р.» Врз (2% в -. ы) 
007 ‚А2 (А+ р) 11: 


(9.4.10) 


3. Вероятность того, что занят обслуживанием толь- 
ко первый прибор: 


2 Л 1 2 ы 
Р = Бн) . (2.4.11) 
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4. Вероятность того, что занят обслуживанием ТоЛЬ- 
ко второй прибор: | 


Ри = ет Ра. (2.4.12) 


Зная вероятности состояний системы, можно опреде 
лить загрузку каждого прибора. Коэффициент загрузки 
прибора будет равен отношению математического ожи- 
дания числа заявок, обслуженных этим прибором 
в единицу времени, к математическому ожиданию чис- 
ла заявок, обслуженных обоими приборами в едини- 
цу времени. Математическое ожидание числа заявок, 
обслуженных первым прибором в единицу ‘времени, 
равно іи (ри +2). Тогда коэффициент загрузки первого 
прибора равен 

__ м(Ра + Ро) 
М т 


После подстановки значений Рі; и Рзо получим 


‚ [А0 оо) 4 ва (А 4 во ЗЕ Ва) 
ВИ 1, . (2.4.183) 


дв [лы ых ФАН] 


а — 


Аналогично получим коэффициент загрузки второго 
прибора 
п АЕ (2.4.14) 
ва [ларь ФАНЫ 


Отношение коэффициентов загрузки покажет, во 
сколько раз один прибор работает больше, чем другой. 
Обозначим через 1» отношение коэффициентов загруз- 
ки первого прибора ко второму. Тогда 


_ ва (А + Ве) В 
= Ве (А+ ое А 9) 


Из анализа уравнения (2.4.9) вытекает важный для 
практики вывод: чтобы эффективность обслуживания 
системы была наибольшей, первый прибор должен иметь 
высшую производительность. Например, при создании 
контрольного пункта из двух стендов разной производи- 
тельности первым следует ставить стенд, который имеет 

63 


большую производительность. В этом случае на второй 
прибор пойдет более редкий поток необслуженных за- 
явок. Для обслуживания этого потока выгоднее исполь- 
зовать прибор меньшей производительности. 


Пример 2 


Оценить эффективность двух последовательно стоящих на кон- 
вейере контрольных приборов, которые осуществляют проверку со- 
ответствия нормам основных параметров изделий. Скорость кон- 
вейера подобрана так, что на контрольный пункт поступает поток 
изделий с плотностью А=0,5 изд/мин. Так как каждое изделие 
имеет различные отклонения параметров от нормы, то приборам 
на проверку приходится тратить в каждом случае разное время. 
Среднее время, необходимое прибору на проверку одного изделия, 
равно для первого прибора 5 мин, а для второго — 2,5 мин: 

Решение 

По параметрам Л=0,5; ш =0,2; ц>-=0,4 из табл. 21 приложе- 
ния о определяем вероятность проверки любого изделия контроль- 
ными приборами 


Робе = 1—Ротк= 0,64. 


Таким образом, контрольными приборами будет проверено бо- 
лее 64% всех изделий. 

Если приборы поменять местами, т. е. первым поставить при- 
бор большей производительности (о6с=2,5 мин), а вторым — 
прибор, у которого время обслуживания равно 5 мин, то вероят- 
ность проверки любого изделия будет равна 


Робе= 1—Ротк= 0,66. 


Контрольными приборами будет проверено сколо 66% всех 
изделий. 

Пример 3 СОБ, пан 

На выборочном контроле ‘изделий стоят два прибора с раз- 
личной производительностью. Первый прибор способен проверить 
изделие за 2,5 мин, т. е. ри=0,4А издјмин, а второй — только за 
5 мин, т. е. из=0,2 изд/мин. Поток изделий имеет плотность №= 
=0,5 изд/мин. Расчеты по табл. 21 приложения 5 показывают, 
что эти два прибора при заданном потоке изделий способны про- 
верить в среднем 66% изделий. Пусть первый прибор вышел из 
строя. Одновременно с его заменой решено повысить процент про- 
веренных изделий не менее, чем до 80%. Требуется определить, 
какую производительность должен иметь прибор, поставленный 
вместо вышедшего из строя, чтобы не менее 80% изделий под- 
верглось контролю. 


Решение 

Зададим ряд значений величины №: 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 
0,9; 1. 
Из табл. 21 приложения 5 определим эффективность контроль- 
ных приборов при разных значениях И1. Результаты расчетов све- 
дены в табл. 2.4.4. 
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Таблица о. 4.4 


77 79 


Построим график зависимости Робс от значения параметра іи 
(рис. 2.4.3). По величине Робс=0,8 па графике чаходим и. = 0,85. 
Таким образом, для того чтобы вероятность проверки каждого изде- 
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Рис. 2.4.3. Зависимость Робс от величины параметра производитель- 
ности первого прибора ш. 


лия была не ниже 0,8, следует заменить вышедший из строя при- 
бор прибором с производительностью не менее 0,85 изд/мин. 
Коэффициенты загрузки приборов в этом случае будут сле- 
дующие: 
— для первого прибора 


0,85 [0,5 (0,5 0,2) + 0,2 (0,5 0,85 0,2) _ 
(9,5-0,2) 0,5 (0,85 4-0,9) о (-0,540,85-50,2) | 


0,5 
=0 71 5 0,79, 


== 


© 


5—1444 65 


— для второго прибора 
то 1л 0,21. 


Значит, на долю первого прибора придется 79% проверенных 
изделий, а на долю второго — 21%. Таким образом, загрузка пер- 
вого прибора по отношению ко второму будет в 3,8 раза выше. 


Две группы последовательно расположенных прибо- 
ров разной производительности. На практике могут 
встретиться случаи, когда необходимо оценить пропуск- 
ную способность системы массового обслуживания спо- 
следовательным расположением приборов разной про- 
изводительности. Вначале поток требований поступает 
на группу приборов одинаковой производительности. Те 
требования, которые получат отказ в обслуживании 
приборами первой группы, поступают на прибор, стоя- 
щий сзади этой группы. По своим характеристикам этот 
прибор может отличаться от приборов первой группы. 
Вывод аналитических зависимостей для этого случая 
очень громоздкий. Поэтому необходимо найти такие пу- 
ти оценки пропускных способностей системы, которые 
были бы простыми и в то же время достаточно точными. 

Одним из таких путей может быть замена группы 
приборов одним прибором, обладающим эквивалентны- 
ми пропускными способностями. Действительно, зная 
пропускные способности некоторой группы приборов, 
всегда можно подобрать для заданного потока заявок 
один прибор с таким временем обслуживания, что ве- 
роятность отказа в обслуживании поступающих заявок 
будет равна вероятности отказа рассматриваемой груп- 
пы приборов. 

Таким образом, метод замены по пропускным спо- 
собностям группы приборов одним прибором позволит 
пользоваться более простым математическим аппара- 
том, полученным для двух последовательно расположен- 
ных приборов разной производительности. 

Способ сведения многоканальной системы к одно- 
канальной состоит в определении обслуживания неко- 
торого прибора, пропускная способность которого будет 
эквивалентна многоканальной системе. Для этого ис- 
пользуем равенство 


о = Е ы | (2.4.16) 


где Р.к — Вероятность отказа одноканальной системы; 
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Р  — вероятность отказа многоканальной системы с л 


отк, 
приборами. 
Вероятность отказа для одноканальной системы за- 
пишется в виде | 
М 
РЕДИ: РР (2.4.17) 


Рот і -- Абе, 


Тогда, подставив (2.4.16) в (2.4.17), определим вре- 
мя обслуживания искомого прибора, который будет 
иметь эквивалентную пропускную способность 


Р 


Ё обо, === ХР.) (2.4.18) 


Если группа имеет однотипные приборы, то величина 


Р отк, определяется по формуле Эрланга. Когда группа 


состоит из приборов разной производительности, то вели- 


чину Р..„ можно определить по формуле, вывод которой 
получен А. А. Шахбазовым [29] 
1 
РИ, (2.4.19) 
ута 
== С; 
где 
Ф: — - , 
0 —- р 7 


и; — производительность 1-го прибора; 
п — число приборов; 


С; — любое сочетание (01; а»; ...; а;) по | чисел ря- 
да (01; 02; ...; бт); 
У, обозначает, что суммирование распространяется по 
Са 
7 


всем сочетаниям. 

Таким образом, если имеется система последователь- 
но расположенных групп приборов (как однотипных, 
так и разнотипных) и одного прибора, то для определе- 
ния пропускных способностей можно использовать за- 
висимости, полученные для системы последовательно 
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‘расположенных двух приборсв разной производитель- 
ности, сведя предварительно группу приборов к эквива- 
лентному по пропускным способностям одному прибору. 


Пример 4 | 

Готовые электроизмерительные приборы полвергаются проверке 
на надежность работы перед отправкой с завода на базу. Бригада 
рабочих проверяет одновременно один прибор. На заводе имеются 
три бригады рабочих, причем одна из них состоит из рабочих, ко- 
торые работают давно и поэтому обладают гысоким спытом про- 
верки приборов. Среднее время, необходимое этой бригаде на про- 
верку одного прибора, равно 0,5 час. Вторая бригада состоит из 
менее опытных рабочих, и среднее время на контроль прибора 
у них равно одному часу. Третья бригада укомплектована непол- 
ностью, и поэтому время на контроль прибора ей требуется больше 
и равно в среднем 0,75 час. Завод производит в среднем 2 прибора 
в час. Те приборы, которые были подвергнуты выборочному контро- 
лю на заводе и обеспечивают выполненче ‘технических требований, 
отправляются непосредственно на базу и дальнейшему контролю не 
подлежат. Приборы, которые не проверялись на заводе и отправ- 
лены на базу, подвергаются выборочному коятролю, который осу- 
ществляет одна бригада. Время, необходимое этой бригаде на 
контроль одного прибора, равно одному часу. Определить, какой 
процент приборов будет подвергнут контролю на надежность работы 
на заводе и на базе? 


Решение 

Так как на заводе бригады контроля нмеют разное время про- 
верки, то для определения вероятности отказа в проверке использу- 
ем формулу (2.4.17). Для удобства пользования ею рассчитаны и 
составлены графики, которые” помещены в приложении 5. Определяем 


параметры производительности бригад и плотность потока изделий? 
1 1 
Во == р = 1 приб/час, юз = 075 = 1,33 приб/час; 


Е 


м = Е= 2 приб/час и № = 2. 


Отсюда 
О2== 95 = и @= 1, 


По входным величинам 02=2; @;=1,5; 0 =1 на рис. 2 прило- 
жения 5 находим Ротк= 0,12. 

Определяем время обслуживания, которое должен иметь при- 
бор, чтобы ‘вероятность отказа в обслуживании была ‘равна 0,12 
при плотности потока А=2 прибора в час 


0,12 


:Ёосс; === 201—010). == 0,07 час. 


Определяем параметры приведенной системы 


= 14,3 приб/час 
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гъ г ~ 


1 
Вир, == 7р = 1 приб/час. 


По величинам рар, == 14,3 приб/час; рыр, = 1 прибмас; № =. 
= 2 приб/час по табл. 21 приложения 5 определяем 


Ро тк = 0,069. 


Таким образом, будет проверена надежность работы у 931% 
приборов, в том числе 88% на заводе и 5,19 на базе. 


2.5. Одноканальная многофазная система 

с отказами. Метод приближенной оценки 
пропускных способностей многоканальной 
многофазной системы 


Под многофазовыми системами понимаются такие, 
в которых процесс обслуживания проходит пофазно. 110- 
ступающая в систему заявка вначале обслуживается 
в первой фазе, а по окончании обслуживания переходит 
во вторую и т. д. Примеров многофазных систем можно 
привести много. Например, технологические потоки сбор- 
ки различных технических изделий: когда в одном цехе 
‚производится сборка одних узлов, после того, как со- 
браны эти узлы, изделие поступает в следующий цех, 
где продолжается сборка следующих узлов и т. д., — 
представляет собой пример многофазовой системы об- 
служивания. Другим примером может служить груп- 
пировка различных огневых средств со своими систе- 
мами управления. Здесь сначала некоторые органы 
производят сбор и обработку поступающей информации 
о противнике и о своих войсках, затем обработанная ин- 
формация поступает на пункт управления, где произво- 
дится целераспределение, после чего огневые средства 
выполняют поставленную перед ними боевую задачу. 
Ремонт машин также производится последовательно. 
Например, сначала машина может поступить в цех по 
ремонту электрооборудования, затем в цех по ремонту 
двигателя или ремонту шасси и т. д. 

Техническое обслуживание автобусов в автопарке 
может быть рассмотрено как многофазовое. Автобус по 
возвращении в парк должен пройти моечный пункт, по- 
сле чего пройти техосмотр. Применительно к многофаз- 
ным системам с отказами процесс обслуживания имеет 
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следующую особенность: если заявка, поступившая на 
обслуживание в какую-либо фазу, найдет все приборы 
уже занятыми, то она выходит из сферы обслуживания 
системы и теряется. Наглядным примером системы 
многофазового обслуживания с отказами может слу- 
жить междугородный телефонный пункт или вызов або- 
нента в пределах одного города через коммутатор с до- 
бавочными номерами. Например, вам необходимо по- 
звонить из Москвы в Ленинград по служебному теле- 
фону. Вы звоните с предприятия, где служебный теле- 
фон соединен с коммутатором. Таким образом, прежде, 


Поток 
Поток НИ 
наанаа заявок, Г Поток залдок, Поток заявок, а 
подтший 1-я 03а одслуж еН-| 2-я фаза \(Обслижемных ‚ обслуженный| п-я фаза |0 аса 
ных 9 7-0 650и 2-0 б п-1 ных р 
е ЗОНЕ фазе ван фазах фразах —— п -розной 
системв 


Рис. 2.5.1. Схема п-фазной системы. 


чем созвониться с нужным абонентом, необходимо до- 
звониться до коммутатора. Если коммутатор свободен, 
нужно, чтобы на коммутаторе вас соединили с город- 
ским коммутатором. Через городской коммутатор вы 
можете набрать номер 270—91, и если он свободен, то 
в течение одной минуты вызвать нужного вам абонента 
в Ленинграде, если его телефон также свободен. Если 
в этой цепочке какой-либо промежуточный номер (или 
коммутатор) занят, то вы услышите короткие гудки и 
получите отказ в вызове нужного абонента: 

Одноканальная многофазная система с отказами. 
Рассмотрим достаточно простую задачу — определение 
пропускной способности многофазной системы массово- 
го обслуживания с отказами при наличии в каждой фа- 
зе по одному прибору разной производительности (рис. 
2.5.1). 

Конечные зависимости для установившегося процес- 
са следующие: 

1. Вероятность того, что все фазы свободны 


о ле ЛИ 
Ри арусу О) (00) 


где іи; иг И из — производительность приборов соответ- 
ственно в первой, второй и третьей фазах; 
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2. Вероятность того, что занята обслуживанием толь- 
ко последняя фаза: 


Мала 
Роя — О) Ав), аал 


3. Вероятность того, что первая фаза свободна от 
обслуживания, а вторая и третья заняты: 


реА (юа 4 ва А Ва) 


(А+ р) (А ра) (А 4 8) (АУ ра) (в У 2) (ва -Н ра Е в) (Я (Ба Е №) = 
(2.5.3) 


4. Вероятность того, что свободен прибор второй фа- 
зы, а в первой и третьей заняты обслуживанием: 


Ари (А А ро РВ) _ 
(Ао) (^- 2) ) (Л ев) (а + з) (ма + (м 4 з) (Вә -- ра)? 
(2.9.4) 


5. Вероятность того, что вторая фаза занята обслу- 
живанием, а первая и третья свободны: 


р. __ № Авы) (зра) (з-на) (а-а) мава (арава. 
оо (Ара) (А+ ве) (А в) (ва - Ва) (ра Е Ва) (Ва Ва) 
(2.5.5) 


6. Вероятность того, что первая фаза занята обслу- 
живанием, а вторая и третья свободны: 


р Мара [А (АУ ва Е ра А ва) Е (ра Вз) (вы 3 Вз). 
106 — (ХЕ рл) (А ра) (А ра) (вы Е Рә) (ва В) (ва Ра)" 
(2.5.6) 
7. Вероятность того, что заняты обслуживанием пер- 
вая и вторая фазы, а третья свободна: 


р Мар, [(А-Н в) (юа Е ра) (во Е Боз) — Ава] 
по (А) (А ро) (А4 ња) (ра ва) (ра -Р а) (р тау 
(2.9.7) 
8. Вероятность того, что все фазы заняты обслужи- 
ванием: 


Руа = 


Рая = 


› 


о ЕРНИН 
и — (Е) Ева) (А а) (ва Е ва) (ва - Ва) (ва РР). 
(2.5.8) 


Аналогичные зависимости состояний для двухфазо- 
вой системы приводятся в [26]. Анализ полученных за 
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висимостей позволяет сделать ряд интересных выводов. 
Вероятность состояния не зависитот распределения при- 
боров разной производительности по фазам. Но она 
пропорциональна производительности этих приборов. 
Вероятность состояния Рон линейно зависит от произ- 
водительности приборов первых двух фаз, а для Рош эта 
зависимость появляется еще в болышей степени. 

Если рассмотреть выражения для вероятностей по- 
добных состояний различных по числу фаз систем, то 
заметна определенная закономерность, которую можно 
проиллюстрировать на примере двух-, трех- и четырех- 
фазных систем. 

Например, выражения для вероятностей состояния, 
когда все приборы свободны, имеют вид: 


№ ==: №2 
| (А+ 0) (А+ во) ° 
ыраа 
Ро = уо а А 99) 
р _ 6063 (4 
0000 


А) (А в) (АУ в) (А Ва) ° 


Для системы, состоящей из г фаз, вероятность Ру) 
запишется в виде 


Р (9.5.10) 


= рг 
оо = ТАР 
фа 
Общее выражение для состояния, когда все приборы 
заняты обслуживанием Ри, для системы из г фаз за- 
пишется в виде 


Р, (о) = 4" ~ = (2.5.11) 
П о+м Печь) 
ач т 
| рї 


Для практических целей важно знать вероятности 
состояний, когда заявка обслуживается в последней 
фазе, а остальные свободны: 


л 
Ри (ғ) — Пе (А г гетер (2.5.12) 
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Вероятность обслуживания каждой заявки всеми фа- 
зами может быть определена как произведение вероят- 
ности того, что заявка обслуживается в последней фа- 
зе, на плотность обслуживания прибором последней 
фазы, деленное на плотность поступления заявок: 


Рр. = 


обе 
Г г Қ" г м 
П р | П ыы А+ У ы) №? (У 9) | 
==] ыы је = ==] 
52] 


г 


П ьа) П ыы 
==] и“ 


(2.5.13) 


при #==]. 

Как видно, вероятность обслуживания заявки систе- 
мой не зависит от последовательности фаз. Это означа- 
ет, что пропускная способность системы определяется ее. 
узкими местами. Если производительность одной из фаз 
очень мала по сравнению с другими, то эта фаза и бу- 
дет определять пропускную способность системы. Зави- 
симости, определяющие вероятности состояний системы, 
были получены в предположении, что время обслужива- 
ния каждого прибора случайное и распределяется по по- 


Таблица 2.5. 1 


Величина параметра 


=1; р=0,5; Х=1 


== |. — ` л==3 =9; =0; З= 
закон воно» |, РЕ ТЕШЛЕ Еи и АЗА 


деления 1066 | сгатцсти- |’Аналити- | Статисти- | Аналити- | Статисти- | АНали- 
ческая ческая 1! ческая ческая ческая | ТИЧЕ- 
ская 
Показа- 0,451 0,444 0, 188 0, 183 0,059 0,050 
тельный 
Нормаль- | 0,448 О, 179 0,054 
ный усечен- 
НЫИ 
Релея 0,440 0,181 0,057 
Равномер- 0, 443 0,185 0,051 


НЫЙ 
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казательному закону. Однако в реальных системах мас- 
сового обслуживания время, необходимое прибору для 
обслуживания одной заявки, может быть отличным от 
показательного. Исследования, проведенные методом 
статистических испытаний в довольно широком диапазо- 
не изменения параметров, входящих в (2.5.13), пока- 
зали справедливость результатов, которые могут быть 
вычислены по ней и при законах распределения времени 
обслуживания, отличных от показательного. Для иллюст- 
рации в табл. 2.5.1 приведены некоторые варианты рас- 
четов, выполненных методом статистических испытаний и 
по (2.5.13). 

Метод приближенной оценки пропускных способно- 
стей многоканальной многофазной системы. Рассмотрим 
систему, в первой фазе которой имеется Ил приборов. 
В общем случае эти приборы могут быть и разнотипны- 
ми. Во второй и следующих фазах имеется по одному 
прибору. Тогда, используя метод замены группы прибо- 
ров одним прибором с эквивалентной пропускной спо- 
собностью, который излагается в предыдущем парагра- 
фе, вероятность обслуживания заявки во всех фазах 


запишем в виде 


Б> 


А (1 — Ротк г ” А (1 — Ротк 
ма 2 ых 


Ротк отк 


ї==0 1] 


Робе= Г 
А 
= ооох 


0 


П л П БИГ 
хПы+ь (У, ы) < 
рый 19 


1=1 


— 


— 


2 


Р ^^ (1 — Рок) а 1 \ 

х и» ве | 
отк | | 

=— (2.5.14) 
ХП вв 


= 9 
1=1 


п | 

М лн) Т 

х П | ГЕН -- | Ж 
ј=1 
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где величина Рот определяется по формуле Эрланга для 
п, приборов, когда они все однотипные, и по формуле 
(2.4.19), если приборы в первой фазе разнотипные. Рас- 


смотрим пример. 


Пример 

Автохозяйство имеет пункт автоматической мойки машин, од- 
нако он полностью не обеспечивает мойку всех машин автохозяй- 
ства. Поэтому, чтобы не загромождать подъездные пути На базе, 
решено организовать работу следующим образом. Машина, прибыв- 
шая после работы в парк, поступает на пункт авгомсики, если там 
имеется место. В противном случае машина становится на свое 
место в стоянке, где и моется. Машина, которая была вымыта на 
пункте автомойки, отправляется на пункт запразки, если он сво- 
болен. Если же пункт заправки занят, то машина идет к месту 
стоянки, а заправка ее в этом случае производится перед ВЫХОДОМ 
в рейс на следующий день. Поток прибывающих машин в парк равеп 
^=4 маш/мин. Определить процент машин, которые были вымыты 
пунктом автомойки и заправились горючим ло постановки их на 
стоянку, если пункт автомойки имеет четыре рабочих места произво: 
дительностью ри = == Мз = ра = 0,5 маш/мин и одно место произво- 
дительпостью }15= 0,67 маш/мин, а пункт заправки имеет одно место 
производительностью {= 4. Найти наизыгоднейшее решение ДЛЯ 
увеличения числа машин, вымытых на пункте автомойки и заправ- 
ленных, если ‘на увеличение числа рабочих мест па пункте автомой- 
ки и повышение производительности заправки выделено 5 000 руб. 
Стоимость оборудования одного рабочего места пуякта автомойки 
2 000 руб., а стоимость повышения производительности пункта за- 
правки на 1 маш/мин равна 1 000 руб. 


Решение 

Существующая система — пункт автомойки и пункт заправки — 
представляет собой двухфазную систему, у которой первая фаза 
имеет четыре места производительностью |1, г, ‚ 4=0,5 маи/мин п 
одно место производительностью и5=0,67 маш/мин, а вторая фаза 
имеет олно место производительностью вл=2. Вероятность ТОГО, 
что прибывающая в парк машина будет обслужена пунктами авто- 
мойки и заправки определится по формуле (2.4.14), где значение 
Ротк определяется по формуле (2.4.17). Для нашего примера 
Ротк=0,476. Тогда вероятность обслуживания в двухфазной систе- 
ме равна 

Роб, = 0,29. 


Значит, пунктами автомойки и заправки будет обслужено 29% 
машин. Определим, как лучше израсходозать отпушенные средства, 
чтобы максимальное число машин обслужизалось пунктами авто- 
мойки и заправки. 

Варианты переоборудования могут быть такими: 

1-й вариант: увеличить число мест автомойки на два и повы- 
сить производительность заправки до Ш := 3; 

2-й вариант: увеличить число мест автомойки на одно И 
повысить производительность заправки до ВЕ; 


3-й вариант: число мест автомойки не увеличивать, а увели- 
чить производительность заправки до Шт= 7. 
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Найдем для каждого варианта вероятность обслуживания Ма- 
шин автомойкой и заправкой. Результаты расчетов даны в табл. 2.5.2. 


Таблица 2.5.2 Таблица 2.5.3 
Вариант І П ПІ Вариант Е! П Ш 
Робс 0,48 10,44 0, 46 Общий про- 73 64 58 
цент обслужен- 


ных машин 


Таким образом, лучшим вариантом является первый. В этом 
случае выделенные средства ‘распределяются в такой пропорции: 
4 000 руб на увеличение на два места пункта автомойки и 1 000 руб 
на повышение производительности пункта заправки до З маш/мин. 
В этом случае необходимым обслуживанием автомойкой и заправ- 
кой в среднем будет обеспечено около 489 зсех машин. Этот ва- 
риант выгоден еще и тем, что он обеспечивает наибольшее число 
машин автомойкой, что видно из табл. 2.5.3. 


Таким образом, при первом варианте распределения выделен- 
ных средств можно обеспечить обслуживанием заправкой около по- 
ловины всех машин и автомойкой — около трех четвертей всех 
машин. 


Как видно из приведенного примера, полученные за- 
висимости для многофазных систем с отказами могут 
найти широкое практическое применение как при опре- 
делении пропускных способностей различных систем, так 
и при определении путей повышения эффективности 
этих систем с учетом экономических факторов. Кроме 
того, с помощью этих методов могут решаться задачи по 
рациональному планированию и организации работ в 
хозяйствах, деятельность которых можно формализовать 
в виде работы систем массового обслуживания. 


2.6. Системы с накопителем заявок 


Автоматизация технологических процессов в маши- 
ностроении, приборостроении и во многих других обла- 
стях промышленности, все большее развитие информа- 
ционно-логических машин, ЭЦВМ выдвинули ряд инте- 
ресных задач для систем массового обслуживания, осо- 
бенность работы которых заключается в том, что заяв- 
ки поступают вначале не на обслуживающие приборы. 
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а в накопитель. По мере функционирования этих систем 
через некоторые интервалы времени заявки могут быть 
взяты из накопителя для обслуживания. Примером та- 
кой системы может служить некоторая информационная 
логическая машина, у которой имеется блок сбора (бу- 
ферная память) и блок обработки информации. Посту- 
пающая в машину информация записывается вначале 
в буферную память, если в ней имеется место, иначе: ин- 
формация теряется. Из буферной памяти она может по- 
ступать в блок обработки, если в нем закончился про- 
цесс обработки предшествующего массива. информации. 
Другим примером систем массового обслуживания может 
служить телеграф. Сюда поступают в большом количе- 
стве телеграммы, которые необходимо доставить адреса- 
там. Если нет свободных почтальонов, то поступившие 
телеграммы складываются и ожидают, пока не освобо- 
дится один из почтальонов после доставки адресатам по- 
лученных ранее телеграмм. Таким образом, каждый раз 
собирается случайное число телеграмм. Имеется норма 
по доставке телеграмм для каждого почтальона, пусть 
эта норма равна и телеграммам. Если их уже скопилось 
в пределах нормы, то все следующие телеграммы будут 
откладываться другим почтальонам, а для данного поч- 
тальона они не будут предметом для обслуживания. 
Здесь могут возникнуть различные проблемы: определс- 
ние числа почтальонов, чтобы поступающие телеграммы 
с определенной вероятностью были доставлены своевре- 
менно; определение степени загрузки одного почтальона 
и т. д. Вывод зависимостей, с помощью которых можно 
проанализировать системы массового обслуживания с 
накопителями заявок на качество их функционирования, 
проведен при следующих условиях и допущениях. Пусть 
система состоит из накопителя заявок и прибора обра- 
ботки этих заявок. Заявки поступают в накопитель в слу- 
чайные моменты времени, распределенные по пуассонов- 
скому закону с параметром л заявок на единицу време- 
ни. Объем накопителя заявок ограничен и равен п за- 
явкам. Если поступившая заявка застанет накопитель 
полностью заполненным, то заявка теряется. Через не- 
которые случайные моменты времени к накопителю об- 
ращается прибор обработки и принимает на обслужи- 
вание накопившиеся в нем к этому времени заявки. 


Время обработки этого массива заявок прибором при- 
мем случайным и распределенным по показательному 
С 


закону с параметром ц заявок на единицу времени. Как 
только обработан весь массив заявок, происходит новое 
обращение к накопителю и т. д. Для определения веро- 
ятностей состояний настоящей системы получена сле- 
дующая система дифференциальных уравнений, вывод 
которых приводится в приложении 2: 


р (д = — Ар --ь У рь (0, 


т 


ръ (= — а ре». (0, 1 <<, 


} 
(2.6.1) 
р’ = вра (0 Арп. ( (0), | 


где рһ (і) — вероятность того, что в накопителе имеется 
Р заявок. 


Предположив, что существует стационарный режим 
получим систему алгебраических уравнений: 


— ар, + У рь == 0, 
==] 


а ес 


колючие (2.6.2) 
(4 )р корь, =0. [<< и, 
Ре? а Ј 
где 
\ ы 
Тоба 
Решение системы (2.6.2) имеет вид 
аћ 

К (а гук при К< и, (2.6.3) 
Рп = вр»: (2.6.4) 


По приведенной постановке задачи потеря заявки мо- 
жет произойти только в результате того, что накопи- 
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тель имеет уже п заявок. Тогда вероятность отказа бу- 
дет равна 


оп 
Ротк == рп == |‘ (2.6.5) 
Среднее число заявок, находящихся в накопителе, оп- 
ределяется из зависимости 


п | 
. о. > 
т = \ Ёрь. (2.6.6) 
аак 
== 
Отсюда коэффициент полезной загрузки накопителя 
равен 


== 2. (2.6.7) 


Учитывая, что среднее значение їобс Определяется вре- 
менем обслуживания среднего числа заявок, принимае- 
мых из накопителя на обслуживание, можно определить 
среднее время, которое тратит прибор на обслуживание 
одной заявки 

Т. ==. (2.6.8) 
г Ы 

Используя формулу для определения вероятности то- 
го, что в накопителе находится И заявок, можно найти 
необходимый объем накопителя при заданной надежно- 
сти обслуживания (1-—Ротк) и производительности при- 


бора (и) 


К п Ротк 9, С 
Г ВТ (2.6.9) 


Рассмотрим несколько примеров применения полу- 


ченных зависимостей. 
Пример 1 


Требуется определить минимальный объем буферной памяти 
информационной логической машины, в которую поступает непре- 
рывный поток сообщений. Конструкция машины такова, что посту- 
пающие сообщения записываются в буферную память, объем кото- 
рой п сообщений. Если очередное поступившее сообщение застанет 
буферную память полностью занятой, то оно считается полностью 
потерянным. Все сообщения, записанные в буферной памяти ма- 
шины, ждут обращения к ней обрабатывающзго устройства машины. 
Это устройство состоит из одного прибора, могущего обрабатывать 
последовательно все сообщения, которые обрабатывающее устрой- 
ство забирает из буферной памяти. Среднее время, затрачиваемое 
прибором обработки на одно сообщение, равно Ѓобс, = 1,6 сек, а 


вероятность потери не должна превышать 0,25, Сообщения посту- 
пают с плотностью А=\ сообщ/сек. 
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Е обе Асек) 


4 

3 

2 

7 

7 АОИ 
/ 2 9 4 5 п 


Рис. 2.6.1. Зависимость объема памяти и от величины времени обслу- 
живания Фобс. 


Рис. 2.6.2. Зависимость необходимого объема буферной памяти от 
времени обслуживания одного сообщения обе, . 
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Решение 

Задавая ряд значений ЁРобс‹=1; 9; 3; 4, по формуле (2.6.5) на- 
ходим зависимость числа и от времени обслуживания Ёобс. Зависи- 
мость, которая удовлетворяет условию Ротк=0,25, ‘приведена на 
рис. 2.6.1. 

Используя формулы (2.6.6) и (2.6.8) и рис. 2.6.1, строим зави- 
СИМОСТЬ обе, ОТ величины объема буферной памяти п (рис. 2.6.2). 
По заданной величине Робс, =16 и рис. 2.6.2 определяем значе- 


ние п, которое должно быть не менее 3. 

Таким образом, машина, имеющая буферную память объемом 
три сообщения и прибор обработки сообщений с временем, необхо- 
димым на обработку одного сообщения, равным 1,6 сек, обеспечит 
обработку поступающего потока сообщений плотностью А= 
=1 сообщ/сек с вероятностью не ниже 0,75. 


Пример 2 


При техническом проектировании определить ориентировочный 
объем буферной памяти логической машины, имеющей конструк- 
цию, аналогичную рассмотренной в предыдущем примере. Прибор 
обработки информации имеет среднее время фобс=5 сек. На маши- 
ну ожидается поступление сообщеняй с плотностью А= 
= 10 сообщ/сек. Вероятность потери сообщения пе лолжна превы- 
шать 19%. 


Решение 
Определяем па раметр с: 


а — Моб == 10 х5 == 00, 


По формуле (2.6.9) получим 


Таким образом, буферная память должна иметь объем 939 со- 
общения. В этом случае вероятность потери сообщения из-за за- 
нятости буферной памяти не будет превышать 1%. 


Пример 3 


Рассмотрим пример, связанный с техническим проектированием. 
Конструкция проектируемой системы следующая. Имеется бункер 
объемом п деталей, куда поступают детали, требующие дальнейшей 
обработки. Ее осуществляет блок обработки, который характери- 
зуется некоторым временем Гобе, необходимым для обработки де- 
талей, принятых из бункера. После того как обработаны все дета- 
ли, блок обработки выбирает из бункера следующую партию дета- 
лей, которые там скопились к этому времени. Если поступившая 
в бункер деталь застанет его полностью заполненным (т. е. там 
будет уже п деталей), то эта деталь пойдет на другой конвейер 
и для этой системы считается потерянной. 

Ожидаемая плотность поступления деталей ^= дет[мин. Тре- 
буется определить и бункера ове блока обработки так, чтобы 
система обработала не менее 95% поступающих деталей и при этом 
стоимость создаваемой системы должна быть минимальной. 
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На основе опыта создания подобных систем известно, что ее 
стоимость зависит от объема бункера и производительности блока 
обработки. Она может быть выражена в виде: 

— стоимость бункера 


Соун=3 Хп ед. стоимости, 


— стоимость системы обработки 


8 
Собр = = —— ед. стоимости. 
р Гобс 
Решение 
Общую стоимость проектируемой системы можно записать 
в виде 


С = Сбун-+ Собр. 
Параметрируя величину Ёобс=0,3; 0,5; 1; 1,5; 2 по формуле (2.6.9) 


для Ротк=0,05, найдем соответствующие значения сбъема бункера 
п и общую стоимость для этих вариантов (табл. 2.6.1). 


Таблица 2. 6.1 


Тобе | 0,3 0,5 | 1,5 


2 
| 
п (с округлением) 3 3 о 6 о 
до целых 
С ед. стоим. ВВ: 265 28 28.09 28 


По данным таблицы видно, что наименьшая стормость будет 
приблизительно при Ёо6е=1! мин. А этому значению времени обра- 


г 


ботки соответствует объем бункера, равный 5 деталям. Следова- 
тельно, проектировать систему необходимо с и=5 деталям, обр= 
=] мин. 


2.7. Пропускные способности системы 
с накопителем в нестационарном режиме 


Как отмечалось в $ 2.2, на практике не всегда вы- 
полняется условие стационарности процесса. Это усло- 
вие особенно важно учитывать при исследовании про- 
цессов незначительной продолжительности. Поэтому 
всегда возникают вопросы, когда процесс можно пред- 
ставить в виде стационарного и какая при этом будет 
допущена ошибка. 

Мы уже рассматривали влияние нестационарности . 
процесса на пропускные способности одноканальной си- 
стемы массового обслуживания с отказами. Было пока- 
зано, что затухание переходного процесса для однока- 
нальной системы с отказами проходит довольно быстро, 
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в течение (2--4) їое. Поэтому целесообразно оценить, 
насколько это будет справедливо для других разновид- 
ностей систем массового обслуживания с отказами. Для 
этого рассмотрим процесс функционирования системы 
массового обслуживания с отказами, в которой имеется 
накопитель. 

Как показано в приложении 2, вероятности различ- 
ных состояний системы описываются следующей систе- 
мой дифференциальных уравнений: 


ооо оо о № ооо о о о 


Е. 
53 

| 

| 
== 
К 
—- 
>> 
“у 
? 


Для решения этой системы дифференциальных урав- 
нений запишем нормирующее условие 


У (91, (9.7.9) 
је) 
откуда 
УЕ р» (2.7.3) 


ј=1 


Ри условиями будут 20(0) = 1; р;(0) =0 при 
а РЯ 

е выражение (2.7.3) в первое уравнение си- 
стемы (2.7.1), получим 


2% (0) = — Ар, (2) - и —– во, (1). (2.7.4) 


_ Решение дифференциального уравнения (2.7.4) имеет 
ВИД 


А — (А+) Е 
Ро (= кк (2.7.5) 


6* 82 


После подстановки значения ро(Р) в дифференциаль- 
ное уравнение, определяющее вероятность рі (і), получим 


р (Бы) # 
0'1(4) = — (2+0) ) р. (Е |е й |. 


(2.7.6) 
Решение уравнения (2.7.6) имеет вид 
_ Хь (лаш) р А —(Х+р) 
21 — тај ® Та-ы ® Нк 
(2.7.7) 


Решая последовательно систему дифференциальных 
уравнений (2.7.1), получим следующее решение для ве- 
роятностей состояния р;({), где 0—<]<и: 


АЯ 


Л) Њ (А ЇЕ 
р) = рвут (0 е) е ру 


1—1 


я р" 
— У у} ео (2.7.8) 
Г 


Для вероятности ри решение запишется в виде 


ѓ 
Ва = е“ \ Арһ (деа (9.7.9) 


0 


Решение очень громоздкое, и мы не будем его приво- 
дить. Однако при проведении расчетов следует помнить, 
что вероятность рь (4) может быть определена из соот- 
ношения 


Рп (0) =1— У рз (0), (2.7.10) 


где р; (і) определяется по формуле (2.7.8). 

Анализ уравнений (2.7.8) — (2.7.9) показывает, что при 
[—>со существует стационарный режим. 

Абсолютная ошибка от предположения, что процесс 
установившийся, будет равна 


Му== р; (#) —р}, (9:7. 11) 


где р; — вероятность того, что в накопителе находится 
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| заявок, для стационарных условий, определяемая по 
формуле приложения 2. 


Относительная ошибка определится из соотношения 


АМ, = 20Р. (2.7.0 
р) 
Ошибки в определении вероятности отказа равны: 
— абсолютная | 
Мотк= Ри (1) = О», (2.7.13) 
Ё; (2) 


Ру (2) 


05 


2 мин 


Рис. 2.7.1. Вероятности состояний системы рз(і) и ро([) при п=3 
| и 9=5. 


— относительная 


АМ оъ РР, (2.7.14) 


На рис. 2.7.1 представлены результаты расчета веро- 
ятностей состояний системы, выполненные по формулам 
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(2.7.8), (2.7.9) при п=3 и а=5, где в= =. Дия сравне- 


пия пунктирными линиями показаны результаты, вычи- 
сленные при предположении стационарности процесса. 

Как видно из рисунка, уже при длительности работы 
системы более (1--1,5) фбс процесс в основном уста- 
навливается и практически для простоты расчета можно 
использовать формулы, полученные для стационарного 


режима. 


З, 


СИСТЕМЫ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОЖИДАНИЕМ 


Системы массового обслуживания с ожиданием рас- 
пространены наиболее широко. Их можно разбить на 
две большие группы — разомкнутые и замкнутые. Эти 
системы определяют так же, как системы с ограничен- 
ным и неограниченным входящим потоком. К замкну- 
тым относятся системы, в которых поступающий поток 
требований ограничен. Например, мастер, задачей кото- 
рого является наладка станков в цехе, должен периоди- 
чески их обслуживать. Каждый налаженный станок ста- 
новится в будущем потенциальным источником требо- 
ваний на подналадку. 

В подобных системах общее число циркулирующих 
требований конечно и чаще всего постоянно. 

Если питающий источник обладает бесконечным чи- 
слом требований, то системы называются разомкнутыми. 
Примерами подобных систем могут служить магазины, 
кассы вокзалов, портов и др. Для этих систем поступаю- 
щий поток требований можно считать неограниченным. 

В главе рассмотрены некоторые, наиболее часто 
встречающиеся разновидности систем массового обслу- 
живания с ожиданием. Особенность функционирования 
каждой из них накладывает свой оттенок на исполь- 
зуемый математический аппарат. 


3.1. Система с неограниченным потоком 
требований (разомкнутая система) 


Эти системы отличаются следующими особенностя- 
ми функционирования: система обслуживания состоит из 
ограниченного числа п аппаратов; каждый аппарат спо- 
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собен одновременно обслуживать только одно требова- 
ние, каждое вновь поступившее требование, застав все 
аппараты уже занятыми, становится в очередь и нахо- 
дится в ней до тех пор, пока один из аппаратов не осво- 
бодится. Если требование поступает в систему, когда 
есть свободный аппарат, оно сразу же принимается на 
обслуживание. 


Функционирование системы рассматривается при ус- 
ловии поступления в нее пуассоновского потока требо- 


Праьборь! 
Поступление 9 | 
требований ЮИ 
о ооо оо 6 Ө) Одслуженные 
требования 
@ ә» 
Очередь “е О 
Е) -®-=> 


Рис. 3.1.1. Схема системы с неограниченным потоком требований 
(разомкнутая система). 


ваний. Источник потока требований неограничен по сво- 
им возможностям (например, пассажиры в метро, поку- 
патели в магазинах и др.), хотя плотность потока А име- 
ет конечное значение. Время обслуживания каждого тре- 
бования бес является случайной величиной, которая под- 
чиняется показательному закону распределения с пара- 
метром и. Все приборы системы обладают одинаковой 
производительностью. Принципиальная схема системы 
представлена на рис. 3.1.1. В качестве основных пока- 
зателей работы системы предлагается вероятность того, 
что все аппараты свободны или заняты, математическое 
ожидание длины очереди, коэффициенты занятости и про- 
стоя приборов обслуживания. Возможные состояния та- 
кой системы массового обслуживания в процессе ее 
функционирования описываются системой дифференци- 
альных уравнений; 
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р (0) = — (04-6) ры (0) 40 1) вва. (0) 4 Арь-: (0) 
при 1<А< и, 


— 
2 | 
| 
| 


ооо Б У О БОЕ О Е П оф © © © Е Е Е О ЕЕОГЕОС,0 © о © 


р (0) == — (04 пв) рк (0) 1 перка (0) 4 АРь-1 (1) 
при 22и, 


рафи 


(3.1.1) 


где ро, рь — вероятности состояний, когда в системе со- 
ответственно ни одного или К требований. Рассмотрим 
стационарное состояние системы, при котором 1—-00, а 
р’ь (1) —0 и рь (2) рь. 

В этом случае уравнения состояний запишем в та- 
ком виде: 


— Ар вр, == 0, 


о о е о о оао © © © © © © © © 60 9 @Ю оо © © №6 © © © 0 © © 6 © 


се © © ФФ © ә в о ее @е © © © © © © © © © © © Фф © о © © п о 


— (АН пр) рь поры, | Ара == 0 при е2 и. 


Нормирующее условие 


Не останавливаясь на выводе зависимостей для оп- 
ределения всех перечисленных показателей (см. [8, 18, 
22]), полученных для стационарного состояния системы, 
приводим лишь расчетные формулы. 

1. Параметр 


где А — плотность входящего потока требований; 


и, — параметр показательного закона времени обслу- 
живания требований в системе. 
2. Вероятность того, что все обслуживающие прибо- 
ры свободны: 
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р при == |, (8.1.3) 


п—| 
о оп 
атк Г! (п — а) 
&—0 
где п число обслуживающих приборов в системе. 


3. Вероятность того, что занято обслуживанием Ё 
приборов (А требований в системе): 


Рь = 5-Р, при 1 <А <и. (3.1.4) 


4. Вероятность того, что все приборы системы за- 
няты (АП): 


Г & 
т (иа) " № (3.1.9) 


5. Вероятность того, что все аппараты заняты обслу- 
живанием и $ требований находится в очереди: 


ап + 8 
Ри = Р, при $20. (9.1.0) 
6. Вероятность того, что время пребывания требова- 
ния в очереди больше некоторой величины #: 
р(х > #) = те“, (3.1.7) 


7. Среднее время ожидания требованием начала об- 
служивания в системе 


Го == 1199. при 2 < 1, (3.1.8) 


ож 7 (п — «) 


> 1 © 
Где обе == а Срелива время обслуживания требований 


в системе. 
8. Средняя длина очереди 


Ма = о (3.1.9) 
П е — г 
9. Среднее число требований, находящихся в системе: 


п— 1 


пРһ СИНА 
| +. ге 8140 


п 


М = Мож -- 
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10. Среднее число свободных от обслуживания при 
боров 


И о. (3.1.11) 


В—=0 


| М, 
Кр ==. (3.1.12) 
12. Среднее число занятых обслуживанием приборов 
М№= п — М... (3.1.13) 
13. Коэффициент загрузки приборов 
№ 
Қа = —. | (3.1.14) 


14. Экономический показатель для выбора лучшего 
варианта системы обслуживания при ее проектировании 


Си = (#9 ок | днк №, 4- №9һ) ож» (3.1.15) 


где аи— величина потерь в системе за время Їж; 

Дож — стоимость потерь, связанных с простаиванием 
требований в очереди в течение единицы времени; 

ть — стоимость единицы времени простоя обслужи- 
вающего прибора системы; 

дһ — стоимость эксплуатации прибора при обслужи- 
вании в единицу времени. | 


Пример 1 
Ателье по ремонту различной радчоаппаратуры имеет п=5 
опытных мастеров. В среднем в течение рабочего дня от населения 
поступает в ремонт А= 10 радиоаппаратов. Общее число радиоап- 
паратов, находящихся в эксплуатации у населения, очень велико, 
и они независимо друг от друга в различное время выходят из 
строя. Поэтому есть ‘все основания полагать, что поток заявок на 
ремонт аппаратуры является случайным, пуассоповским. В свою 
очередь, каждый аппарат в зависимости от характера неисиравно- 
сти также требует различного, случайного времени на ремонт. Вре- 
мя на проведение ремонта зависит во многом от серьезности полу- 
ченного повреждения, квалификации мастера и множества других 
причин. Пусть статистика показала, что в среднем в течение рабо- 
чего дня каждый из мастеров в ателье успевает отремонтировать 
и=2,5 радиоаппарата. Требуется оценить работу ателье по ремонту 
радиоаппаратуры. 
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Решение 
1. Определим параметр Бы 


2. Вероятность того, что все масгера свободны от ремонта ай- 
паратуры, равна 
і 
а= | > 


п —] 

08 ап 
У т (п — 1)! (п — <) 
в =0 


| 
Е 428 45 44 45 
149га тут) 


== (),018. 


3. Вероятность того, что все мастера заняты ремонтом: 


ФР 0) ТИЕ ОРОМ =, 
а Е 


Это означает, что 55,4% времени все мастера полностью загру- 
жены работой. 
4. Среднее время обслуживания каждого прибора в ателье 


_ 7 _7 
Ёобс == 1—95 == 2,8 час. 


Это получено при условии семичасового рабочего. дня. 

5. Интересно получить зависимость вероятности того, что время 
ожидания начала ремонта принятой в ателье ралиоаппаратуры не 
будет превосходить определенной величины. 


Р(В>+] 


455 
0,5 


04 


03 


02 


01| 


Ф 


Рис. 3.1.2. Зависимость вероятности того, что время ожидания будет 
больше величины #. 
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Из рис. 3.1.2 следует, что неисправная аппаратура не будет долго 
ожидать ремонта. Вероятность того, что время ожидания более 
одного дня составит 3—4 9. 

0. В среднем время ожидания каждого неисправного аппарата 
в начале ремонта равно 


ави 2 1,55 час. 


п —& Б 


Рож == 7 


7. Очень важной характеристикой является средняя длина оче- 
реди, которая определяет необходимое место для хранения аппа- 
ратуры, требующей ремонта: 


па 0,554.4 
Мож = ат даа 11,1 аппарата. 
"(1—*) 5 1-3) 


8. Среднее число аппаратов, находящихся в ателье на ремонте 
(ожидающих ремонта или ремонтируемых): 


5. п—] т, 
Р) ртг = 
АНЕ В =] 

5.0,11 
ТИРЕ санит 3 = 15,15 прибора. 
1-5 


9. Определим среднее число мастеров, свободных от работы: 


п—] 
А — 5— а 2 5—2, 
=, У ә = оиз | 1 45р 4° | 


5 — 8 а е 
т 3! бд Е: мастера. 


Пример 2. 

Морской порт имеет п=5 причалов для разгрузки сухогрузных 
судов. В среднем в течение месяца в порт прибывает с грузами 
около 20 судов большого тоннажа. Поступление судов в порт носит 
случайный характер, так как они выходят из различных портов и 
покрывают различные расстояния до пунхта разгрузки. Кроме того, 
на скорость движения судов влияет погода. Проведенная статистика 
частоты прихода судов в порт показала, что поступающие на раз- 
"рузку суда образуют пуассоновский поток. Время юазгрузки каж- 
дого судна является также случайной величиной, которая зависит 
от тоннажа судов, особенности груза и многих других ‘причин. 
В среднем на разгрузку судна тратится ‘на причале 6 рабочих дней. 
Требуется оценить работу порта. Необходимо также рассмотреть 
возможность увеличения пропускной способности порта за счет уве- 
личения числа причалов. При решении этой задачи нужно исследо- 
вать экономическую целесообразность расширения возможности 
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порта. Необходимо также рассмотреть возможность увеличения про- 
пускной способности порта за счет увеличения числа причалов. При 
решении этой задачи нужно исследовать экономическую целесооб- 
разность расширения возможности порта по разгрузке и погрузке 
судов. 

Решение 

1. Следует определить параметр 


а=АЁраз=20 · 0,2=4. 
2, Вероятность того, что все причалы свободны и ожидают 
суда под разгрузку: 


| 
РТ ы 
ак дп 
ГТаИГУЗЧҮ ГЕТ 
0—0 
1 
у$Ы— —————— 0,018, 
4% 48 
6 1) 1(5 — 4) 
Р] 


3. Вероятность того, что все причалы заняты судами под раз- 
грузку: 


= 0,013 ы 
по 50 АН п аа Е 29, 
(пуп а) 0:018 (61) 5а) = 0° 
Это означает, что приблизительно 56% времени все причалы пол- 
ностью заняты разгрузочными работами. 
4. В среднем время ожидания каждым судном начала раз- 
грузки равно 
Ѓобс 6 
оза айв оО ОБЕ ок. 
ож трена 0, 09 —4 -3,8 суток 
5. Определим среднее число судов, которое будет находиться 
в порту, ожидая своей очереди для разгрузхи: 
па 0,555 .4 
Мож = = | 


= сг 11,1 судна. 
(1) (1) 


6. Вероятность того, что в порту на обслуживании находится 
шесть судов (и=6 судов): 


ат 48 
Г = а = 5! 0,013 = 0,074. 
7. Среднее число судов, находящихся в порту: 
п—1 
АР Ар А 

= п. 1 
4 

5.0,074 ДВ 

= 11,14 == + 0,013 У ИСИ = 12,53 судна, 
| —5 2 =] 
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Определим среднее количество простаивающих причалов 


п—] 4 
п — К 5 — 
Е а у, гү ТЬ) р 4% = 1 причал. 
е==0) #0 
Коэффициент простоя причалов 
м од 
Ка = п о 


Это означает, что каждый причал будет простаивать 20% вре- 
мени. Для уменьшения времени простоя судов решено порт рас- 
ширить. При этом необходимо предусмотреть увеличение плот- 
ности потока судов А в порт, исходя из тенденции развития судо- 
ходства в этом районе, а также увеличение скорости движения 
судов и т. д. Пусть для примера плотность прихода судов в порт 
сохраняется прежней. Сколько нужно иметь причалов в порту, что- 
бы существенно уменьшить число ожидающих разгрузки судов и 
время их простоя? Для решения этого вопроса проделаем весь ком- 
плекс расчетов для числа причалов п=5, 6, 7, 3. 

Результаты расчетов приведены в табл. 3.1.1. 

Анализируя результаты расчетов, которые приведены в 
табл. 3.1.1, можно сделать вывод о том, что увеличением числа при- 
чалов с п=5 до п=б удается существенно снизигь время ожидания 
судов (почти в 4 раза), а число судов, ожидающих разгрузки, — 
в 6,4 раза. Дальнейшее увеличение числа причалов приводит 
к уменьшению значений ож и М, но сами эти величины уже до- 
статочно малы. Чтобы принять окончательное решение, целесооб- 
разно проделать элементарный экономический анализ. Пусть про- 
стой каждого судна в течение суток обходится государству дож= 
= 100 ед. стоимости. В то же время месячный простой причала 
порта из-за несвоевременного: прихода судов обходится государ- 
ству 9ож==1 000 ед. стоимости. Стоимость месячной эксплуатации 


Таблица 3.1. 1 


Число причалов 
Характеристики тее тЕ———=——5 


5 6 7 8 
Р, 0,013 0,017 0,018 0,0182 
ж 0,555 0,29 0,136 0,058 
{ ож (суток) 3,3 0,87 0,27 0,09 
Мож (судов) 11.1 1,74 0,42 0, 12 
М 12,6 4,42 3,76 3,76 
№ 1 2 З 3,96 
Ка 0,2 0,3 0,43 0,48 
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причала 9»„=1 000 ед. стоимости. Приведенные исходные данные 
по стоимости отнюдь не претендуют на действительное соответст- 
вие реально существующим издержкам в работе конкретного пор- 
та, а взяты лишь для иллюстрации порядка проведения расчетов. 
Для проведения экономического анализа воспользуемся формулой, 
по которой определяется сумма издержек за Т=1 месяц. При вы- 
боре оптимального варианта необходимо выбоать тот, для которого 
эти издержки минимальны 


(== Мож дож + Кіп -- прп. 


Результаты расчетов приведены в табл. 3.1.2 


Таблица 3.1.9 


РОСИИ 
Число причалов 


характеристика ———————=—=—=—=——=—=———ы=ы—_ 


5 б | 7 8 
і ож (суток) 3,3 0,87 0,27 0,09 
юж Дож 6 600 1 740 540 180 
п 0.9 0,3 0,43 0,48 
Пди . 5 000 6 000 т 000 8 000 
Къпдһ 1 000 1,800 З 010 3 840 
пдь 5 000 6 000 7 000 8 000 
Сумма издержек 12 600 9540 10 550 12 020 


Расчеты показывают, что наиболее экономичным вариантом яв- 
ляется порт с шестью (п=6) причалами. 


Приведенный пример показывает возможность выбо- 
ра оптимального варианта проектирования порта или 
других транспортных пунктов обслуживания. 


3.2. Системы с ограниченным потоком 
требований (замкнутые системы) 


На практике существует много примеров систем, в ко- 
торых требования, обслуженные в системе, вновь воз- 
вращаются в источник требований и дополняют его. Схе- 
матично работа такой системы представлена на рис. 
3.2.1. | 

Подобные задачи встречаются при эксплуатации ма- 
шин, которые могут выходить из строя и требовать ре- 
монта или наладки. Как правило, их обслуживают не- 
сколько мастеров, наладчиков (мастерских). После 
обслуживания машин (ремонта, наладки) они возвра- 
щаются в строй и вновь становятся потенциальными ис- 
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Приборь! 


Поступление чер  Ф—ы о 
требований оо | т 
ооо о о оо —=—®—5. < 

г” Е ә о.о | х х 
А ы х 
| © —о _ У 
Ј ЗЕ 
а Е = а А = — — 


Возврат требований 


Рис. 3.2.1. Схема системы с ограниченным потоком 
требований (замкнутая система). 


точниками появления требования на ремонт, наладку. 
Система состоит из п приборов обслуживания. Каждый 
из них может одновременно обслуживать только одно 
требование. В систему поступает простейший поток тре- 
бований с параметром А. Поток поступает из ограничен- 
ного источника, так что в системе может находиться не 
более т требований. Требования, которые поступили в 
систему и застали хотя бы один прибор свободным, сра- 
зу же идут на обслуживание. Если все приборы уже за- 
няты, то требования становятся в очередь и ожидают до 
тех пор, пока один из приборов не освободится. Всевоз- 
можные состояния системы описываются системой диф- 
ференциальных уравнений: 


р' (В = — тАр, (0) -Н вр, (2), | | 
ра 0 и В А-Е ри (9 
Е (т КУ 1) Арь_, (0) (8-1) орь. (6 
при О < ё <и, 
б. (3.9.1) 
] 


р (0) и А-а рь) 
(т 64-1) дрь 1 (9-Е пары, (0 


при < < т, 


А 
Р'’т (Е) = — Ар, (0) - прера (2). ) 
Не показывая полного аналитического исследования 
и вывода соответствующих зависимостей, приведем лишь 
конечные результаты, полученные для стационарных ус- 
ловий [8, 18, 22]. 
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1. Параметр 


_ А 
ае: 
где ^ — плотность поступающих на обслуживание тре- 
бований; 
ш.— параметр, равный 

1 
— 202 
= (5.2.2) 


Гобс — среднее время обслуживания одного требова- 
НИЯ. 

2. Вероятность того, что все приборы свободны от 
обслуживания: 


п т 
Е \ т! \ т\аћ ел 
Ро — № к! (т — К)! а ~ у пв "п (т — К)! | ‚ (8.2.9) 
Б==0) Р=п+1 


где 77 — наибольшее число требований в системе; 
п — число приборов в системе обслуживания. 
3. Вероятность того, что в системе находится А требо- 
ваний, из них п обслуживается, а А—п ожидают обслу- 
живания: 


їо 
тетте р, при п<А% т. (3.2.4) 


4. Среднее число требований, ожидающих начала об- 
служивания: 


т 


Мож = \\ МИЕ ье ЛИР И (3.2.5) 


г -тш (т— К)! 
 Е=п+1 


5. Коэффициент простоя требований, ожидающих об- 
служивания: 


а, (3.9.6) 


т 


6. Среднее число требований, находящихся в системе 
обслуживания: 


п ЧИ | 
М = Мож 4- У! а ро. (3.2.7) 
Е=1 
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7. Среднее число свободных приборов при установив- 
шемся процессе обслуживания 


п—1| п—| 
— К) та 
№, = у (п — В) рь = > аа р (8.2.8) 
== 0 Е=0 


8. Коэффициент простоя приборов обслуживания 


о № (3:2.9) 


9. Вероятность того, что число требований, ожидаю- 
щих обслуживания, больше некоторого числа М 


т М 
р>= У р=1— У рь М2 п. (3.2.10) 
Е=М№ +1 в =0 


Пример 

Имеется и=3 мастерских по ремонту 10 образцов определен- 
ного вида вооружения, которые распределены по различным частям 
и подразделениям. Обслуживание можно организовать силами по- 
движных мастерских, которые всякий раз могут быть направлены 
в то подразделение, где имеется потребность в ремонте, или полу- 
стационарных достаточно мощных мастерских с хорошо организо- 
ванным технологическим потоком, куда будет доставляться неис- 
правная техника. В обоих случаях время, необходимсе для ремонта 
неисправного вооружения, будет складываться по-разному. В пер- 
вом случае оно будет состоять из времени, необходимого для вы- 
зова мастерской, ее движения к месту ремонта и развертывания, 
и времени, нужного для проведения осмотра и собственно ремонта. 
Во втором случае оно будет определяться временем, необходимым 
для доставки неисправного вооружения в тыловую ремонтную ма- 
стерскую, просмотра ее и ремонта. В рассмотренных случаях соот- 
ветствующие составляющие времени обслуживания будут разные. 
Полагаем, что время обслуживания — случайная величина с пока- 
зательным законом распределения с параметром р, где 


& = Яр ? 
Їр == Рвыз -- ЇЁдв. м =|- Їосм + Граз -|- в | Фрем» 


Твыз — среднее время, необходимое для вызова мастерской; 

Рив м — среднее время движения мастерской; 

Тосм — среднее время осмотра; 
Траз, Ѓев — среднее время развертывания и свертывания мастер- 
ской; | 
{рем — среднее время ремонта; 

Ёр — среднее суммарное время, необходимое пля производ- 

ства ремонта вооружения. 
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На основании статистики получено, ато для вызова мастерской 
и ремонта техники в среднем требуется около 6 дней, иц=5 
образцов в месяц. По аналогичной схеме можно определить 
среднее время {р для обслуживания полустационарных мастер- 
ских. Поток поступающих заявок на ремонт ограничен числом 
обслуживаемых подразделений, на вооружении которых находится 
боевая техника, и принимается пуассоновским. Пусть плотность по- 
тока равна ^=| образец в месяц. А 

Полагаем, что если поступила заявка на ремонт вооружения, 
то мастерская сразу направляется в соответсгвующее подразделе- 
ние. Если все мастерские ‘уже заняты, то вышедшее. из строя воору- 
жение ждет своей очереди для проведения ремонта. 

Решение 

1. Определим параметр 


2. Для определения вероятностей состояний составим таблицу 
вычислений (табл. 3.2.1) 


Таблица 3. 2, | 


| гв | РЕ РЕ | (^—п) рр ("—^) рр 
Ро 
—————— арр 
0 | 0,1548 | 0 == 0,4644 
1 9 0,3096 | 0,3096 С 0,6199 
2 1,8 0,2786 | 0,5572 == 0,2786 
З 0,96 0,1486 | 0, 4558 ы 0 
4 0,448 | 0,0693 | 0 9779 0,0693 ыы 
5 0,179 | 0,0277 | 01385 0,0554 ыы 
6 0,056 | 0,0087 | 0 0599 0,0261 => 
7 0,012 | 0,0018 | 0.0126 0,0072 ыы 
8 0,0025 | 0,0004 | 0.0082 0,0020 = 
9 0,0004 | 0,0001 | 00009 0,0006 ыы 
10 0 0 0 — 
Сумма 6,4579 | 0,9996 | 1,7972 | 0,1606 | 1,3699 


Из таблицы следует, что вероятность того, что все мастерские 
свободны от ремонта, равна 


Рь=0,155. 


Это означает, что 4—5 дней в месяц мастерские будут свобод- 
ны, а их технический персонал может заняться другими делами. 
Однако это не значит, что не будет случаев, когда неисправная тех- 
ника вынуждена ожидать своей очереди, чтобы ее при- 
вести в исправное состояние. Скопление неисправной техники 
будет в различные периоды разное. В среднем число образцов во- 
оружения, ожидающих ремонта, будет равно (см. сумму 5-го столб- 
ца табл. 3.2.1) Мож = 0,16 образца. 

Отсюда средний процент вооружения, ожидающего ремонта, 
равен : 


100 


Мож 
Кит = я .100% = 1,6%. 


Посмотрим, насколько рационально загружены мастерские. 
Среднее число свободных от ремонта мастерских равно (см. 6-й 
столбец табл. 3.2.1) №= 1,36 мастерской, а коэффициент простоя 
равен 


М 1,36 
Ку = — 100% = —%- .100= 46%, 


т. е. очень высокий. 

Определим среднее число образцов вооружения, которое либо 
находится в ремонте, либо ожидает ремонта, или, короче, среднее 
число небоеспособных образцов вооружения (см. 4-й столбец 
табл. 3.2.1) М= 1,79 образца. 

Отсюда средний процент небоеспособности вооружения равен 


М 
меа - 100 % == 17,9 %. 


Рассмотрим другой пример для тех же условий эксплуатации 
вооружения при иначе организованном ремонте. Вместо трех по- 
движных мастерских для обслуживания вооружения выделена одна 
полустационарная ремонтная мастерская с тремя хорошо органи- 
зованными технологическими потоками. Но в этом случае сред- 
нее время доставки неисправного вооружения в мастерскую 
° В несколько раз больше, чем время вызова и приезда в подразделе- 
ние подвижной ремонтной мастерской. М несмотря на уменьшение 
сроков собственно ремонта, общее время, которое вооружение на- 
ходится в ремонте, увеличивается в 2,5 раза. Тогда ц=2 образца в 
месяц, &=0,5 образца. 

Необходимые расчеты приведены в табл. 3.2.2. 


Таблица 3.2.0 


р: 5 | Рр | Ер (5—п) рр ("—) рр 
ЗРЕРРЕЗНИРНОЧЕЕ. ОНИЕ НИИ ИНИНИ ПИН ЗИРЕ 
0 1 0,010 0 нЕ 0,030 
1 5 0,051 0,051 — 0,109 
9 11,25 | 0,115 0,230 = 0,115 
3 15,0 0,153 | 0,459 = 0 
4. 17,5 0, 178 0,712 0, 178 — 
Б 17,47 | 0,178 0,890 0,356 ыы 
б. 14,56 | 0,149 0,794 0,447 = 
7 .9,7 0,099 0,693 0,396 — 
8 4,85 | 0,050 0,400 0,250 — 
9 1,58 | 0,016 0, 144 0, 096 == 
10 0,28 | 0,003 0,030 0,021 =- 
Сумма 98,19 | 1,002 | 4,403 | 1,744 | 0,247 
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Для сравнения результаты расчетов сведены в табл. 3.2.3. 
Таблица 3.2.3 


Характеристика 
варианта 


К, % 


Подвижная ма- | 0,155 | 0,16 1,6 | 1,36 | 46: | 1,79 1729 
стерская | | | 

Полустанцион- 0,01 [74.11.34 10.95 |. 44 
арная мастер- 
ская 


Из таблицы следует, что в связи с общим снижением пропуск- 
ной способности ремонтных мастерских резко увеличилась их загруз- 
ка при неизменной плотности поступления тоебований на ремонт 
вооружения: вероятность простоя без ремонта всех мастерских 
(технологических потоков) ро уменьшилась в 16 раз, число сво- 
бодных от ремонта мастерских (технологических потоков) № — 
более чем в 5 раз. Зато резко увеличился средний процент небое- 
способного вооружения с К= 17,90 до К=44. В условиях боевого 
применения резко возрастает интенсивность гыхода из строя ВО- 
оружения. Предположим, что в случае осуществления ремонта по- 
движными мастерскими поток требований на ремонт увеличился 
в 5 раз. В табл. 3.2.4 даны сравнительные результаты при разных 
плотностях потока. 

Таблица 3.2.4 


Значения А | Ро Мож Кът, № ая М К, % 
| % % 
0.9 0.155 0,16 1,6 11,36 | 46 1,798 | 17,98 
1,0 0,0005 4,02 40,2 10,0121 0,4 |7,0 70 


Как следует из таблицы, резко увеличилась загрузка мастер- 
ских (сравним №, Ки и ро). При ^=1 инженеры и техники прак- 
тически не будут иметь свободного времени. Но несмотря на это, 
процент небоеспособного вооружения резко увеличится с 18 до 
70%. Очевидно, в этом случае имеющегося количества мастерских 
явно недостаточно для обеспечения ремонта вооружения. 


3.3. Двухфазные системы массового 
обслуживания с ожиданием 


Примером двухфазной системы массового обслужи- 
вания с ожиданием могут служить магазины, в которых, 
прежде чем получить товар, покупатель должен оплатить 
его стоимость в кассе. Этот пример является типичным, 
но не единственным в своем роде, Работа подобных си- 
стем массового обслуживания будет рассмотрена на при- 
мерах двухфазных одноканальных систем массовога 
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обслуживания с неограниченным и ограниченным пото- 
ком заявок. 

Системы с неограниченным потоком заявок. Рассма- 
тривается работа системы массового обслуживания, со- 
стоящая из двух приборов разной производительности. 
Время обслуживания приборами заявок подчинено по- 
казательному закону распределения с параметрами ри 
и рә соответственно для первого и второго приборов. 
Поступившее в систему требование вначале обслужи- 
вается первым прибором. Если он уже занят, то тре- 
бование ожидает своей очереди до тех пор, пока все 
ранее пришедшие требования не будут обглужены. После 
обслуживания первым прибором требования поступают 
на второй. Так же как и в предыдущем приборе, они 
поступают на обслуживание, если второй прибор свобо- 
ден. Если прибор занят, то требование становится в оче- 
редь. Для неограниченного пуассоновского входящего 
потока с плотностью \ можно написать уравнения со- 
стояний системы: 


о ш = к (2) == Роя е 


Р*, Рт а №.) Р К и. Р 1, та] (+ 
-- РР 0, 2+1 (1), 


(= = И: 019+ Р, 109+ 
А, в (3.3.1) 


Ре (= (4-Р е. Эр Е О 
тър па, Па—] (2) )+АР, 1 „(0), 


где Р,,({) — вероятность того, что в момент времени { 
оба прибора свободны; 
Р, Р, — вероятность состояния системы, при котором 
1 3 


в момент времени { в первой фазе находится й; требо- 
ваний (включая и те, которые уже обслуживаются), а 
во второй фазе — из требований. 

После решения уравнений получены характеристики, 
описывающие состояния системы массового обслужива- 
ния [22]. 
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1. Вероятность того, что оба прибора (обе фазы) 
свободны от заявок 


Ро = (1 — а) (1 — а), | (3.3.2) 
гле . 
| &1 == 6 , РЕР А (3.3.3) 
Ва Вә | 


2. Вероятность того, что в первой фазе находится пл 
требований, а во второй ни одного: 


Ра, == а" (1 — а.) (1 —а,). (3.3.4) 


3. Вероятность того, что во второй фазе имеется 72 
требований, а в первой ни одного: 


Ри, = (1 — а) (1—9). (3.3.5) 


4. Вероятность того, что в первой фазе находится п! 
требований, а во второй фазе — п» требований: 


== а" (1—01) (1 —а,). (3.3.6) 


пу, Па | 


о. Математическое ожидание числа требований, на- 
ходящихся в системе: 


о © 


м= ў! у Ри (п п.) = ы 


п==0 п. =0 


8 
9 
1 — &, 


(3.3.7) 


при этом среднее число требований, находящихся в пер- 
вой фазе, равно 


М, =; ТЕ (3.3.8) 
а во второй фазе | 
М. = т, | (3.3.9) 
где 
< 1, а < 1. 


Если очередь в процессе функционирования системы 
стабилизуется, то плотность входящего потока становит- 
ся одинаковой для обеих фаз. 
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Пример 1. 


В одном из отделов магазина покулателей обслуживают про- 
давец и кассир. В течение рабочего дня в магазин приходят поку- 
патели. Так как район, который обслуживается магазином, до- 
статочно велик, то можно допустить, что входящий поток не- 
ограниченный. Поскольку моменты прихода покупателей в мага- 
зин случайны и не зависят друг от друга, то можно допус- 
тить, что входящий ‘поток покупателей является пуассоновским 
с параметром А, равным 20 человек в час. В зависимости от сум- 
мы произведенной покупки, необходимости дать сдачу и многих 
других причин кассир затрачивает на каждого покупгтеля случай- 
ное время. Статистический анализ показал, что время обслужива- 
пия покупателя можно характеризовать показательным законом 
распределения с параметром п. =40 человек в час. Подобное же 
можно сказать и о продавце. Он также затрачивает на каждого 
покупателя случайное время, но средняя его производительность 
при полной нагрузке такова, что он может обслужить в среднем 
Ц2=95 человек в час. Требуется оценить работу и загрузку этого 
магазина. 


Решение 
1. Определим параметры 
0, == 2 ==: 0.5 == А 0 8, 
—  ——— е О. == ——— ШС ө 
1 р ) э 2 5 РЛ 


2. Вероятность того, что отделы будут свободны от покупа- 


телей: 

Ро = (1—0) (1—0) == (1—0,5) (1—0,8) =]. 
Это означает, что в среднем 109 рабочего времени стдел был сво- 
боден от покупателей. 

3. Площадь отдела ограничена, а поэтому около кассы в оче- 
реди могут находиться не более 10 покупателей. Такое же число 
покупателей может находиться в очереди у продавца. Определим 
вероятность того случая, когда у кассы не будет покупателей, 
а у прилавка предельная по размеру очередь 


Роло = 910 (1 — 04) (1—9) = 0,810 (1 —0,5) (1—0,8) =0,01. 


Какова же вероятность события, когда у кассы будет предель- 

ная очередь, а у продавца никого не будет? 
Р1о0=0,510 (1—0,5) (1—0,8) =0,0001. 

Однако этих двух вероятностей недостаточно для того, чтобы 
судить, насколько часто отдел магазина будет заполнен покупате- 
лями до отказа. Для этого необходимо рассмотреть различные со- 
четания чисел покупателей у кассы и у продавца, но такие, при 
которых сумма л. +/из2>20 чел. В условиях данного примера опа 
очень мала. Об этом можно судить хотя бы по вероятности со- 
стояния 


Рив=0,11.10-3. 


4. Математическое ожидание числа покупателей в отделе в те- 
чение рабочего дня 


о, ао _ 0,5 КО, 8 
М = тає ареста [==075 ыы 108 = 2 “7. 
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При этом среднее число стоящих у кассы покупателей будет 
равно: 


« _ _ 0,5 
М: = га 10.5 == чел., 
а у прилавка продавца: 
бо 0,8 


М= р = [20.8 = 4 чел. 


Определить время ‘простоя в течение рабочего дня кассира. Для 
этого определим вероятность состояния 


е0) 
05 
Ров = Е > (1 — 9%) = 
п=0 * 
0,8 
= 8 (1—0,5)1—0,8) =0,4. (3.3.10) 


Это означает, что 40% времени кассир не будет занят обслу- 


живанием. 
Время простоя продавца определится численным значением ве- 


роятности состояния Р, џ 


00) 
(04 
т) Р. = р (1а) (1а) = 


„5 
ИЕ (1—0,5) (1—0,8) = 0, 1. (3.3.11) 


Следовательно, продавец будет иметь в течение дня только 10% 
свободного времени. 


Ограниченный поток требований. Имеется № источ- 
ников появления требований на обслуживание двухфаз- 
ной системы, которая состоит из двух приборов разной 
производительности. Как и в предыдущем случае, время 
обслуживания каждым прибором требований подчинено 
показательному закону обслуживания с параметрами пл 
И рә соответственно для первого и второго приборов си- 
стемы. Порядок обслуживания требований сохраняется 
такой же, как и в предыдущем случае. Основной особен- 
ностью рассматриваемого случая является ограничен- 
ность потока требований. Пусть общее число требова- 
ний в системе не может превышать №. 
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Систему уравнений для этого случая запишем в виде: 


Р' о (2) = — АР, (2 -- Ро, 1 (0), 
с ГА (2) = — (44-р) Р (9+ №Р і: (2) 4 РР, па | 
при п, = 0, еа В? ЕУ М 1, 


гаа о ек гь 5. ә ә ш 2 Б в в аа а к В с 


Ро 0 (А--ь,) Рио (#9 4 вРъ, (0) -- Рио 
при обаче (3.3.12) 


С 6 а в ооо > > 


ІА 


Е 4, ы (24-1 4-5) Р л. п { -ь,Р па 1л ( в) == 
А ра 1 (0) 4- АРи пи, (1) при п, > 0, т. 2 0, 
п, и, < М, 


о созо ВЕ о ое ч о? 


Рп. (0) — (м-н) Р й, и, ( (1) --рР п, п) (0) 
ПИ при и, > 0, те п: 


Решение системы уравнений (3.3.12) (стационар- 
ный случай). 


1. Вероятность того, что оба прибора свободны от 
обслуживания: 


(9; — 0) (1—9) (1— 9%) 9 < 
до д ы—— 
Ре= ВЕ иг. (8.8.18) 
(91 — Ф) — (91 ) + ола, (0) — 42’) 
2. Вероятность того, что в первой фазе находятся 
п, требований, а во второй фазе нет требований: 
РО (3.3.14) 
З. Вероятность того, что во второй фазе находятся й» 
требований, а в первой фазе нет требований: 
Роп, == "Р, (3.3.195) 
4. Вероятность того, что в первой фазе находятся л; 
требований, а во второй фазе 72: 
Рон 8 атат о (3.3.16) 
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5. Среднее число требований, находящихся в систе- 
ме, если 1 + М: 


№ 


= у у (пБ) И. 


1— 45 


0 И: =0 
ыы Е 
Хх (1 — о)? 
> 1 (МУ о МАТ 
р, 


3.3.17 
(1) и 


6. Среднее число обслуженных требований первым и 
вторым приборами 


М № № № 
Иова = д Рһо+ р Ром. 2 У, У Р, ела == 
= Па] Пу==1 па] . 
(%, -- о) [(9, — и.) — в ка в +) + 0,9, (а^ аана о) 
Р. 
(1—91) (1 — о) (о; = 06) 
(3.3.18) 


7. Среднее число ожидающих требований в системе 


М № 
М ав == У (и, — 1) Р, 0+ У (и — 1) Ро, 


пъ==2 Е. 
№ № №—2 М9 
ь е 
7 У (и, — 1) Ри -- У (п, — 1)Р, „+ У; У (и. + 
0 па=2 пу=9 По 
п, + па 


м5 (1—91) [1 — №! | (М— 1) 9] 
П, — 2) Рай, — Баала 
т (1— а) 
о №М—1 № 
%1 (1 — 9) [1 — №, - (М — 1) ] 
т (1— а,)° т 
Се ао оя 
Ч — 9, м (1— о)? 
1 (№ 1) Ш (ү 9) а 
1—00 — 1) = 72-0 — 9) әд |Н 
Сое а)? 


-- 


(3.3.19) 
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Пример 2 


Аэропорт обслуживает М= 120 самолетов. [Проведенные стати- 
стические исследования показывают, что поток посадок самолетов 
в аэропортах как в дневное, так и в чочное время является про- 
стейшим, а также стационарным. То же можно сказать и о потоке 
поступления самолетов по рейсовым регламентам из числа совер- 
шивших ‘посадку. Пусть плотность поступления самолетов на тех- 
ническое обслуживание равно =? самолета в сутки. Положим, 
что обслуживание ведется круглосуточно с передачей незакончен- 
ных работ из смены в смену. Обслуживание ведется двумя спе- 
циализированными бригадами. Каждый самолет, чтобы пройти тех- 
ническое обслуживание, вначале осматриваегся первой бригадой, 
которая и производит регламентные работы двигателей. Произво- 
дительность трехсменной бригады и!=3 самолета в сутки. Вторая 
бригада проводит регламентные работы по плаисру, шасси и др. 
У этой бригады производительность выше, в среднем и›=4 само- 
лета в сутки. Требуется оценить работу оперативных бригад по 
проведению работ по техническому обслуживанию самолетов в аэро- 
порту. 

Решение 

1. Определим параметры. 


2. Вероятность того, что обе бригады будут свободны от об- 
служивания [формула (3.3.13)]: 


(0,67 — 0,5) (1— 0,67) (1 —0,5) Е 
9 (0,67 —0,5) — (0,6712 0,51) 0.5.0.670 бек 0,5121) — 
= 0,165. 


Р 


3. Среднее число самолетов, находящихся в системе обслужи- 
вания [формула (3.3.17) [: 


=} 0,677 1 — (120 1) 0,6710 + 120.0,67] _ 
М —0 67.0 5 | (1— 0,67)? 
0.5% [1 — (120 + 1) 0,5120 + 120.0,51211 | 
(1— 0,5)? а. самолета, 


4. Среднее число самолетов, обслуживаемых обеими бригадами 
в единицу времени (сутки), [формула (3.3.18) ]: 


М (0,67 — 0,5) [00,67 — 0,5) — (0,67'°: — 0,5121) + 
бе = (1— 0,67) (10,5) { аа Ла БИНА 


0,67—0 5) 


0,67.0,5 (0,67120 — 0 5120 
Е ори ао 0,165 = 1,2 самолета. 
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Е 2. а число ожидающих самолетов в системе [формула 
.3.19) 


(0,52 (1 40,67) [1 - 120.0,6711° + 121.0,6712°] е 


В == (120,67)? 
40,67: (14 0,5) [1 — 120:0,5"» + 119.0,5120] › 
(== 0,9) С 
+ 0,67.0,5 и —_ 
0,67—0,5 (1— 0,67)? 
И Дано он Ты, бб 
(1— 0,9)? |" о . 


6. Время простоя первой бригады в течение суток 


М 
а 0,5 
Рал У) Р-р Ри= Г 06 0,165 =0,165 суток. 
#=0 


7. Время простоя второй бригады 


№ 
0; 0.67 
Р, о == » Рр = а Ро == 1 — 0,67 0,165 — 0,33 суток. 
№0 


Анализ результатов показывает, что время простоя второй 
бригады больше, чем первой, в два раза и составляет одну треть 
рабочего времени. На основании этого мотут быть сделаны выводы 
о том, что вторую бригаду следует привлекать для выполнения 
других работ либо сократить число ремонтников в ней. ` 


3.4. Система, состоящая из нескольких 
неодинаковых приборов 


Рассмотрим случай, когда система массового обслу- 
живания с ожиданием состоит из приборов разной про- 
изводительности. Примеров подобных систем можно при- 
вести много. Однако математический аппарат оценки 
функционирования подобных систем не разработан и не 
потому, что это вызывает теоретические трудности, а по- 
тому, что это связано с громоздкими выкладками. В этом 
параграфе рассмотрен случай, когда система массового 
обслуживания с ожиданием состоит из двух приборов 
разной производительности. Положим, что первый при- 
бор имеет более высокую производительность, чем вто- 
рой, т. е. ш> и» где ш и ре — параметры показательно- 
го закона распределения времени обслуживания требо- 
ваний соответственно для первого и второго приборов. 
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Пусть в систему поступает пуассоновский поток требо- 
ваний на обслуживание с параметром ^. Каждое требо- 
вание, поступившее в сферу обслуживания, сразу же на- 
чинает обслуживаться свободным прибором. Если оба. 
прибора свободны, то оно попадает на обслуживание 
в первый прибор с вероятностью Фф, а на второй 1—0. 
Это означает, что при ф=0,5 требование безразлично 
к выбору прибора, при ф=! первый прибор пользуется 
безусловным приоритетом. Если требование застанет оба 
прибора занятыми, то оно становится в очередь. 

Уравнения, описывающие состояния системы, записы- 
ваются в таком виде: 


Ро (2) = —4АРи() --ьР, (И--ь,Ра (2), 
Ро (2) = — (24-р) Ри (2) 4-Р, (0) 4 (1 — Ф)АР,, (2), 
Рио (01) = — (0) Р, (0) 4-Р, (0) -Е ФАРь (2), (3.4.1) 


Р. (0) = (0) Рь (0 (ва) Ра. (9-Е 7Рь-, (0) 


при А 2> 2. 


Решение этой системы уравнений для установившего- 
ся режима принимает вид: 


ГЕНШЕ СИЕ ьо ыы В 


1 + 29 В 
Ры. аен Е 
И 55 б 
атаа 1-01-40) а — (1—8) Ф] Р. (8.4.2) 
и Е и е РПУО РЕТТЕ 
0100—01 9, 
где 


^ 
8= 2 С == М 
| № НВ 


Ри — вероятность того, что оба прибора свободны; 
Ро, — вероятность состояния системы, в котором пер- 
вый прибор занят обслуживанием, а второй свободен; 
‚Ри — вероятность состояния системы, в котором пер- 
вый прибор свободен, а второй занят обслуживанием; 
Р, — в системе находится ^ требований. 
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В результате решения системы (3.4.2) получим сле- 
дующие вероятности состояний системы: 

1. Вероятность состояния системы, при котором оба 
прибора свободны, равна 


оо = Бакі. ———————, (3.4.3) 


— 
раз ПНО 0) 01—09) 9 


2. Среднее число требований, находящихся в систе- 
ме, равно 
М=а(1—-8) ЖОЖ 0 ре (3.4.4) 
В+ 29) На - (ЕР) «— (1 — 82) 3] 


3. Вероятность того, что оба прибора системы заняты 
обслуживанием 


55 1--Рю- 2, 
Зе Р,=Р,+-Р,, | 
а 16 РОКИ 
149 в ПИ Ра (1 И Гад > 


4. Вероятность того, что число требований в очереди, 
ожидающих начала обслуживания, больше некоторой ве- 
ЛИЧИНЫ 17 


Гр у Рут = У 2, = 
| Ё #—=0 


1 А раа 
— (а) ЦР, (3.4.6) 


} 


Пример 


В комиссионном магазине два товароведа принимают вещи на 
комиссию у населения. Они проверяют их состояние, оценивают и 
выписывают квитанции. В зависимости от количества вещей, их ка- 
чества и многих других причин на обслуживание каждого клиента 
товаровед затрачивает случайное время. Положим, что оно подчи- 
няется показательному закону распределения с параметром и. Од- 
нако опыт у товароведов разный, поэтому первый в среднем обслу- 
живает клиентов в полтора раза быстрее, чем второй. Пусть пер- 
вый товаровед обслуживает в среднем ц.=9 клиентов в час, 
а второй только из=б клиентов. Появления клиентов с вещами на . 
комиссию — явления случайные, независимые друг от друга, и мож- 
но полагать, что они образуют пуассоновский поток с параметром 
^=12 клиентов в час. Выбор клиентами товароведов равновероя- 
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тен, т. е. ф= 0,5. Требуется оценить работу приемного пункта ко- 
миссионного магазина. | 


Решение 
1. Определим параметры 

Л к 12 

=== = 8, 
Р Ве 9+6 Е: 
№2 6 \ 
= — = 7 
| № 9 ЗАН 


2. Вероятность того, что оЗа товароведа будут свободны 


| жй 


тр П) а (1р9) 


1— 0,8 — 
0, 
ИС [!-2{13=0,672)0,8 — 1— 0,672)0,5] 
= 0,113. 


3. Среднее число требований, находящихся в системе, равно 


РО 80) а — (1—8 Др 
И-П а-я = 


=0,8 (1—0,67) у 


1 (10,67) 0,8 — (1—0, 67) 0,5 
Хх 0,67 (1 - 2-0,8) 0,8 1 - (1 - 0,672) 0,8 (1 — 0,672) 0,5] = 


=> 0,18 клиентов. 


4. Вероятность того, что первый товаровед занят обслужива- 
нием, а второй свободен: ‘ 


04 
Р = ра (1+ (64 ФР = 
‚8 
12.0 8(1 0,67) (0,8 4-0,5) 0,113 =0,08. 


5. Вероятность того, что первый товаровед свободен, а второй 
заняг обслуживанием клиентов: 


а 1+6 
Ра = тра р (9+1 Р = 
_ 0.8 140,67 
9.67: 067 (0,8 -+1—0,5).0,113=0,11. 


Таким образом, в течение рабочего дня 
дет иметь в своем распоряжении 22%, 


8—1444 


первый товаровед бу- 
свободного времени 
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(Ро + Рос), а второй (Ро-+Ро)=19%.„/ Остальные 70% времени 
оба товароведа будут работать одновременно. В этом случае кли- 
енты практически не будут стоять в/очереди (^1=0,18 клиента). 


3.2. Работа системы массового обслуживания 
при поступлении смешанного потока требований 


Очень часто в системы массового обслуживания по- 
ступают потоки требований, которые имеют разный при- 
оритет в обслуживании. Например, в первую очередь 
в стоматологической поликлинике обслуживаются паци- 


А Приборь! 

Первьш поток А, Очередь 21 Вьходящий 
—— обо твы. поток 
р п 

Второй поток Аг ы о ЧО +500 
изсикониниионинь:лииьиниииок чиниматнинанины 


о 
С ГЕ за Ра 


Получидшие Е н 
отказ ы 


Рис. 3.5.1. Схема работы системы по обслуживанию смешанного 
потока требований. 


енты с острой болью, на аэродроме принимаются на 
посадку самолеты при наличии в них неисправностей, на 
телефонных станциях в первую очередь соединяются 
международные линии связи и т. д. Во всех этих слу- 
чаях поток поступающих требований является смешан- 
ным. Рассмотрим случай функционирования п-каналь- 
ной системы массового обслуживания, в которую посту- 
пает поток требований, состоящий как бы из двух 
потоков с плотностями № и №. Особенностью этих тре- 
бований является то, что требования второго типа, за- 
став все приборы уже занятыми обслуживанием, уходят 
из системы, теряются, а требования первого типа могут 
ожидать своей очереди. Пусть приборы системы обслу- 
живают требования как первого, так и второго типа 
с одинаковой производительностью, которая характери- 
зуется параметром ц. Схема такой системы показана на 
рис. 3.5.1, а ее работа может быть описана системой 
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ГА 


Р. (= — (4, 1-й) Ра (0) 4 (А4 А) ра 2 (0) | яр, +, (0), . 


Р, (0) = (4, пр) рк (0) 4 Арк. (0 4 перка. (0) 


при ё >И. | (3.9.1) 
Нормирующее условие 
со | 
У; рь == 1. 
в=0. 


Для стационарных условий (при #+—>оо) получены 
следующие формулы для определения вероятности со- 
стояний системы (22): 

1. Вероятность состояния, при котором все приборы 
свободны от обслуживания: 


ОЕ иеа 
Е [п — %, +062 (9; -- <.) №» (91 <.) 
3 | 
а. (3.5.9) 
в ь 


2. Вероятность состояния, при котором К приборов 
занято обслуживанием требований при условии 0<А= 
И. 


ро (а 93) 
ГЕ п—% | %Е, (а, 4%) Ш (3.5.3) 
М» (в-- о») 0 


3. Вероятность состояния, при котором № приборов 
занято обслуживанием требований при условии Е>п: 


Р, 2 (п — <.) Ев (9, -- 9%) (==). г (3.0.4) 


п— | “Ба (в, + 9%) П 
с о, | а. № 
М, (а, -Ра,) = у аа | (3.5.5) 
60 | 
(©: -- 0)" | 
Е (а, Ра) = —7— (3.5.6) 
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а; а №. (3.5.7) 


в к 
4. Вероятность потери требования равна 
= | 
| —_ Р о ИВ пЕһ (а, - о,) ов 
р у ит (3.5.8) 


5. Вероятность того, что время ожидания требования 
первого типа больше времени +: 


| Рд Ре НЫ . (3.5.9) 
6. Среднее время ожидания требований первого типа 
Гот: 
ГА Ем 3.5.10 
С № (п — о.) ( 
7. Среднее число занятых приборов 
п е4) 
1 А=п +1 
8. Среднее число свободных приборов 
№= У (и — ЮР». (3.5.12) 
&—0 
9. Коэффициент простоя приборов 
СРЕ 0р (3.5.13) 
п 
10. Коэффициент загрузки приборов 
Е (3.5.14) 
п 


Пример 1 


В одном из районов большого города работает парикмахерская, 
которая обслуживает жителей этого района. Естественно, что по- 
явление клиентов в парикмахерской случайно и взаимонезависимо. 
Поэтому можно считать, что они образуют пуассоновский поток. 
Однако клиенты могут быть разбиты на два вида. Один из них, 
застав всех мастеров занятыми обслуживанием, сгановятся в оче- 
редь и ожидают. Другие, наоборот, не могут ждать, они спешат 
и, если все мастера заняты уже обслуживанлем, уходят. Пусть 
клиенты первого вида составляют поток плотностью А = 10 клиентов 
В час, а второго вида А№=9 клиента в час. Время, которое необхо- 
ДИМО для обслуживания Клиента, случайно. Оно зависит от объема 
обслуживания клиента и многих других 


причин. В среднем на каж: 
дого человека мастеру необходимо '15 мин, “т. е. средняя плотность 
обслуживания клиентов каждым мастером равна и=4 клиента 


в час. В парикмахерской работают п=4 мастера. 
Требуется оценить работу парикмахерской. 
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Решение 
1. Определение параметров 


№ 10 _ 

р == 6—4 22,5, 
Л 2 

0 == ео 


2. Вероятность состояния, при котором все мастера свободны 
от обслуживания (3.5.2), (3.5.5.) и '(3.5.6): 
4—2,5 


Ро = — 9.5 2.5.0,905.3 6373 0,01, 
4 
9,54 0,5) 
Ми (9. а») = а 16,57, 
Е=0 
(2,5-0,5) 4 
4! 
Еһ (% а.) = 16737 == 0,205. 


3. Вероятность состояния, при котором А мастеров заняты об- 
служиванием клиентов. Вероятности Рь, вычисленные по форму- 
лам (3.5.3) и (3.5.4) представлены в табл. 3.5.1. 


Таблица 3.5.1 


Ь : Рр Рр (п — №) Рр 


0 0,010 0 0,040 
0,030 0,030 0,090 

2 0,046 0,092 — 0,092 

3 0,046 20,138 0,046 
4 0,034 0,136 0 


Сумма 0,166 0,396 | | 0,268 


4. Вероятность потерь для клиентов второго вида равна 
4.0,205 (2,5-0,5) _ 
Пот 4—2,5-2,5-0,505-3 0,83 


Вероятность ухода клиенгов второго вида очень велика. 
5. Среднее число занятых мастеров 


п со 
а | 
М№з = У! Е т » пРк=0,396 -- 4.0,834 = 3,73 мастера. 
0—1 Р=п+ 1 


6. Среднее число свободных мастеров 
П, 


Мо == У, (п — Е) Рр = 0,268 мастера. 
0 
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7. Коэффициент простоя мастеров 


Это означает, что в среднем’ только немного более 6% време- 
ни каждый мастер будет свободен во время работы (исключая обе- 
денные перерывы). 

8. Коэффициент загрузки мастеров в Течение рабочего времени 
очень высок и равен 


9. Среднее время ожидания для клиентов первого вида 


Ротк 0,834 


Гонт ааа) Ча) 00 006, 


Время ожидания клиентами первого вида обслуживания неве- 
лико. 


3.6. Неустановившийся режим работы 
в разомкнутой системе массового обслуживания 
с ожиданием 


В предыдущих параграфах рассматривалось функци- 
онирование системы массового обслуживания с ожида- 
нием при установившемся режиме работы, т. е. когда 
основные вероятностные характеристики работы систе- 
мы постоянны во времени. Для большинства практиче- 
ских задач удалось получить конечные зависимости, ха- 
рактеризующие функционирование систем массового об- 
служивания, только для условий установившегося режи- 
ма работы. Переход к неустановившемуся режиму свя- 
зан с большими математическими трудностями. Однако 
необходимость рассмотрения функционирования систем 
массового обслуживания в неустановившемся режиме 
вызвана потребностями практики. Как правило, необ- 
ходимость рассмотрения работы системы массового об- 
служивания в неустановившемся режиме появляется 
тогда, когда время ее функционирования меньше в 2— 
4 средних значения времени обслуживания требова- 
ния системы. Опыт расчетов количественных характе- 
ристик функционирования систем массового обслужива- 
ния с ожиданием в различных режимах работы показал, 
что в системе с увеличенным числом приборов обслужи- 
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вания процесс установления режима проходит при про- 
чих одинаковых условиях быстрее, чем в одноканальной. 

Формулы для определения параметров функциони- 
рования системы в неустановившемся режиме удалось 
получить только для одноканальной системы. Сравнивая 
полученные по этим зависимостям значения параметров 
функционирования с соответствующими параметрами, 
рассчитанными для стационарных условий, можно оце- 
нить ошибку использования последних. Эту ошибку 
можно рассматривать как верхнюю границу возможно- 
го отклонения результатов расчетов параметров функ- 
пионирования систем для неустановившегося режима при 
использовании зависимостей, полученных для стационар- 
ных условий функционирования многоканальных систем 
массового обслуживания с ожиданием. 

Получение зависимости для неустановившегося ре- 
жима рассмотрим на примере одноканальной системы 
массового обслуживания с неограниченным потоком 
требований. В систему поступает пуассоновский поток 
требований с плотностью А. Время обслуживания каж- 
дого требования случайное с показательным законом 
распределения с параметром и. В зависимости от соот- 
ношения величин А и и возможен случай, когда А. 
Это означает, что очередь требований будет неограни- 
ченно расти для неограниченного входящего потока. 

Если в момент начала функционирования в систе- 
ме не было ожидающих требований, то. вероятности со- 
стояний рассмотренной выше системы могут быть опи- 
саны системой дифференциальных уравнений 


нь = — Ар,( +6: (В, 


20. (2-4) рь (0 На рь-, (0 ерк. (0, (8.6.1) 


6. Е 
У (0) = 1, 


6—0 


где рь(Р) — вероятность того, что в системе в момент 
времени # на обслуживании находятся К требований; 
ро(і) — вероятность того, что. в системе в момент вре- 
мени 2 нет ни одного требования (система свободна). 
Мы не будем приводить подробного решения урав- 
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нения, читатель найдет его в [13, 22]. Здесь приводятся 
лишь конечные формулы решения системы дифференци- 
альных уравнений (3.6.1). 

Вероятность того, что в момент времени # в системе 
на обслуживании находятся К требований, равна 


0) еони (ув) орлы) 
+ (у) 1 Г, 0(9 ИА) 4 (1 — а) а" у х 


п=й-+2 


х ( И") сулы) |, (3.6.2) 


где [к (х) =", (іх) — модифицированная функция Бесселя 
первого рода, где {= /—1, #==0,1,9,... 
Если Ё-— оо, то 
Рп (6) = ра == (1 — ®) а^, 


Л 
где 0 — —. 


та 
Среднее число требований, находящихся в системе, равно 
1 


а Р, (т) пт ( авв { е (“+ у 


х (И) 4 Ил (1 а) У 
Г а 8 


х Им) ат. (3.6.3) 


Если при 1=0 в системе находится і требований, то 
вероятность состояния р» может быть определена по 


формуле | 
р) ео (1-) л орн) 
а. И) а, (2 ИА) (1 — а) ак у х 


п=6 +142 


х (у а) ул |. (8.6.4) 
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Вероятность того, что число требований в системе не ме- 
нее 2, равна 


У (Ие у а, (2 У ы) -- 


2=т Е—=т— 
за С в ~ 2т ТА 365 
+ У (5) (2/1 (3.6.5) 
=т+і-1 


При вычислении числовых значений функции Бессе- 
ля следует пользоваться рекуррентными зависимостями 


и (= [# 
па (Х) = ХГ. -1(х) —201. (х) 


при целых значениях и. 

Значения функции Л (х) и /.(х) можно определить 
по таблицам А. Н. Кармазина и Э. А. Чистова (Изд-во 
Академии Наук СССР, 1958). 

Примеров вычисления вероятностей состояния рь (Е) 
для неустановившегося процесса из-за громоздкости вы- 
числений приводить не будем. 


3.7. Групповое поступление заявок 


В гл. 2, посвященной функционированию систем мас- 
сового обслуживания с отказами, уже рассматривался 
случай поступления заявок группами. Подобные случаи 
характерны и для систем массового обслуживания 
с ожиданием. Примеров подобных систем можно приве- 
сти очень много. Например, прибытие товарных соста- 
вов на сортировочные железнодорожные станции, кара- 
ванов барж в порты для погрузочно-разгрузочных ра- 
бот и др. В общем случае для подобных систем массо- 
вого обслуживания постановку задачи по оценке их 
функционирования можно сформулировать так. 

Имеется система массового обслуживания с ожида- 
нием, состоящая из п однотипных приборов. Все прибо- 
ры обладают одинаковой производительностью, которая 
характеризуется параметром џ. Время обслуживания 
требования приборами подчиняется показательному за- 
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кону распределения, а его среднее значение равно 
1 


обе == = ° 
ТА 


В систему поступает пуассоновский поток с плотно- 
стью \ групп требований в единицу времени. В каждой 
группе содержится т требований. Если поступившие 
в систему требования застанут все приборы занятыми 


30н0 
ожидания 
требовании Приборы 
рт 
го о | =. Б ~ Выходящии 
т т | А 
—— петок 
ооо ооо ро о | 04 ССИ 
НЫЙ с. 
т | о | ес Реа 
и ге е ч Ч 
Поток групп | \ я ра 
требовании ана Е 


Рис. 3.7.1. Схема работы при групповом поступлении требований. 


обслуживанием предыдущих требований, то они стано- 
вятся в очередь. Схема работы системы показана на 
рис. 3.7.1. Требуется оценить эффективность функциони- 
рования системы. 

Решение 

Обозначим вероятности соответствующих состояний 
системы: 

Ро — вероятность того, что все приборы свободны от 
обслуживания; 

Рр — вероятность того, что К приборов заняты обслу- 
живанием при О<й= п; 

Р„ — вероятность того, что все приборы заняты об- 
служиванием; 

| Риз — вероятность того, что все приборы заняты об- 

служиванием, а ѕ требований ожидают очереди. 

Вероятности возможных состояний системы описы- 
ваются системой дифференциальных. уравнений: 


р’ (2) = — Ар (0) 4-р, (0) 
р, (= — (04-ы) р Ра», 
р'„ 00—06 тр) рт (В) 1 (т-- 1) ра (0) в 4-20 (0), 
В’ (0) = — [2 4-(м-4- 1) раз (0) + | 
(т 4-2) раг (0) 4 Ар (0), (3.7.1) 
р’ (0) = — ПНП рп (0) 4 пера: ( (2) 4 Арат (0), 
е5 ав (0) = — #-Е пы рав Г прра+в (У 
| -|-- Оп+ѕ-т 
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Для установившегося процесса при 1—0 эта система 
дифференциальных уравнений превращается в систему 
алгебраических уравнений: 


—АР.-НьР, =0, 
Ав) Р, 26Р, =0, 
[4 ты Р (и) Ри. Е АР, = 0, 
— [1-4 (т 1) Ы Ра: (т - 2) иРш, 4- АР, = 0, (О) 
Аль Р-Р пьРа;: 4 АРа-т== 0 при п 2 т, 
= [4 -- ир] Ралт-Е прРа ть | АР» =0, 
— ИЕ и» Рив прРьазъ | АРаъв-т= 0, 


при 5—00. — . 
К этой системе добавляется еще одно очевидное усло- 
вие | 


об со 
У РР, У Һ(, 21. (3.7.3) 
2—0 й==9 
Отсюда 
= ЕЕ Ч (3.7.4) 
У, В, № 
#—0 


оо 
Величину Ў Їъ (в, А) можно получить из рекуррентных 
к—0 

формул системы алгебраических уравнений (9.7.2). 

Пример 

В порту имеется п=б причалов, которые оснащены оборудова- 
нием для слива нефти с нефтеналивных барж. Производительность 
оборудования каждого причала такова, что в среднем в течение 
рабочего дня разгружается две баржи (и=2 баржи). | 

Баржи в порт на разгрузку поступают караванами, каждый из 
которых состоит из т=З однотипных (одинаковых по тоннажу) 
барж. Так как пункты отправления находятся далеко от порта, то 
вследствие многих причин, независимых лруг от друга, караваны 
барж поступают неравномерно. Опыт работы многочисленных пор- 
тов стран мира показывает, что поток поступления судов близок 
к пуассоновскому [22]. Пусть плотность поступления барж в порт 
в среднем равна №==3 караванам в день. Требуется оценить работу 
порта, если каждая из барж каравана может разгружаться на лю- 
бом из свободных причалов. 

Решение _ 

Так как не получено формульных зависимостей для определения 
параметров функционирования системы массозого обслуживания 
с ожиданием при поступлении в нее групп требований, вероятность 
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состояний системы определяется рекуррентными зависимостями. 
В нашем примере они получаются в таком виде: 


—3Ро+2Р,=0, —(3-+2)Р.-+2.2.Р.=0, 
—(3+2.2)Р.-+3.2.Р:=0, 


— (З- 3.2) Р, + 4.2.Р. + ЗР, =0, 

— (3+ 4:2) Р, + 5.2.Р, 4 ЗР, =0, 

— (3+ 5.2) Р, + 6.2.Рр, + ЗР, =0, 

— (3 6:2) Р, + 6:2Р, + ЗР, = 0, 

— (3+ 6:2) Р, + 6.2Р, 43Р, – 0 и т. д. 


При проведении расчетов необходимо определять значения Рь 
с заданной точностью. Если наметилась тенденция быстрого убыва- 
ния Рь с некоторого значения Р; и величины Г, очень малы, то 
можно по закономерности их убывания оценать сумму стброшенных 
значений Рь=|(Ро), после чего необходимо воспользоваться нор- 
мирующим условием | 
Ёоо 


У Рр = 1. 
&=0 
В нашем примере получены такие значения ғеличины Рһ 
(табл: 3.7.1). | 
Таблица 3.7.1 


ГА 0 | 2 З 4 5 6 7 8 
^Рь 
Р | 1,9 1,89 | 1,792 | 1,37 10,93 0,58 1057 10.07 
0 
вэ &—=8 
к РЕ _ 

у, ру, р, = 9,32, 

2—0 =0 
откуда 


Соответственно остальные значения р; приведены 
в табл. 0.7.7. 


Таблица 3.7.2 


—— | | | | ы ———— | л |.|. 


1. Среднее число барж, находящихся в порту (под 
разгрузкой или ожидающих разгрузки): 


М у БР, == 2,8 баржи. 


е0 


2. Среднее число барж, ожидающих разгрузки из- 
за занятости причалов: 


Мож = У (6 — п) Рр = 0,05 баржи, 
№7 


т. е. практически ожидающих барж не будет. 
3. Среднее число барж, находящихся на разгрузке 


&—6 
Мобе = у Рр == 2,5 баржи. 


0—0 


4. Среднее число занятых причалов 


6 оо 
№. = У ЕР, -- У 6Р»ь = 2,74 причала. 


—0 Е—=7 
о. Коэффициент загрузки причалов 
М _ 2,74 


Кз= ве — 0,46. 
6. Коэффициент простоя причалов 
| №, п — № т 
Ка 0,54. 


7. Коэффициент простоя барж, который равен веро- 
ятности отказа в обслуживании барж из-за занятости 
всех причалов 


оо 
Кк.= У Р, = 0,04, очень мал. 


2—6 


3.8. Системы, в которых перед второй фазой 

невозможно установление очереди | 
В этом параграфе рассматривается функционирова- 
ние двухфазной системы, но в отличие от ранее рассмот- 
ренной ($ 3,3) в ней невозможно образование очереди 
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перед второй фазой. Примером подобной системы может 
служить конвейер или другой вид поточного производ: 
ства, в котором перед второй фазой невозможно ожида- 
ние требований, прошедших обслуживание в первой фа- 
зе. Если первая фаза обладает большей производитель- 
ностью, чем вторая, то последняя становится узким мс 
стом в производстве и приводит к блокировке первой фазы. 
Это объясняется тем обстоятельством, что первая фаза 
может обслуживать требования только в том случае, 


0чередь 0бслу - 
Тере? плявок Прибор Прибор женные 
заявок оо 19493 Пфеазь/ заявки 
о о во РНЦ +. СЛЕ В 
о о 1 — 
с о 


Рис. 3.8.1. Схема двухфазной системы с блокировкой первой фазы. 


если свободна вторая фаза. Обслуженное требование 
первой фазы поступит во вторую. Работа всей системы 
обслуживания рассматривается при условии поступле- 
ния в нее пуассоновского потока требований с плотно- 
стью \ и показательного закона времени обслуживания 
требований приборами обеих фаз. 

Производительность приборов первой и второй фаз 
разная и характеризуется параметрами обслуживания 
ш И и> соответственно для первой и второй фаз. В каж- 
дой фазе функционирует по одному прибору обслужи- 
вания. Принципиальная схема работы системы массо- 
вого обслуживания представлена на рис. ни 


Решение 
Обозначим число требований в системе: 
в первой фазе п. =0, 1, ых 99, 


во второй фазе и›=0, 1. 
Вероятности возможных состояний системы обозна- 


чим так: 


Р о — вероятность ‘того, что в первой фазе имеется 
п =п требований, а во второй фазе п2=0; 
Р, ‚— вероятность состояния, при котором в первой 


1, 
фазе находится № = п, а во второй фазе п›=1 требова- 
НИЮ. | | 
Р, „ — вероятность того, что в первой -фазе имеется 


п, 
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п =и требований, а во второй фазе имеется одно тре- 
бование и система заблокирована. 

‚ Уравнения состояния системы записываются в таком 
виде: | 


Ро (=Ь—а-ЬР, (0+ 
4-Р, 1 (Е -|- АР о (2), 
Р'100= (0+) Р, (9+ Р, (3. 
ои ар тер (2), | а, 
Р 600) = — (0) Р, (9 
-- Рр (#) -- АР 1 б- 


Нормирующее условие 


У РЕ 


Для установившегося режима функционирования си- 
стемы массового обслуживания при /—оо, Р;.(—> 
—>Р:, Р”.(Р—>0 система дифференциальных уравне- 
ний преобразуется в систему алгебраических уравнений 


| (4 5р Ра) Е, о — РР, Г = АР 1,0» 


(44-р. -- в) Рл = РВ, 6 антын МР, + о (3.8.2) 
(4 ~- рә) 27% б — АР рб из Ра 


и нормирующее условие 


Та же система уравнений при п! =0 будет выглядеть 
так: | | 
АРоо = в,Ро,л 
(2-- в) Ро = рР,,6 4-Р. 
(4+ №.) Ро,б == раРа, 1 (3.8.3) 
Решения этих уравнений принадлежат Хайту [13, 22] 


и получены в таком виде: | 
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— Вероятность состояния, при котором в обеих фа- 
зах нет требований: | 


Ш Ва + — ) — о 
Ро Е рЕе 5 0 
где 


Ва И но 
при ру 2р, в, >4. 


— Вероятность того, что во второй фазе одно требова- 
ние: | 


- 1-8 (1 — о, 
р = УР, 1 Е (3.8.5) 


п=0 


— Вероятность того, что первая фаза заблокирована: 


со 
| 21+ 
Рв ) Р 6 = 9 Ева ° (3.8.6) 
п,—=0 


Математическое ожидание числа требований, нахо- 
дящихся в системе: 


со со 
М = > Ри» (24-1) Р; .. (3.8.7) 


Особенность работы такой системы в том, что она 
иногда находится на грани выхода из стационарного со- 
стояния. Если увеличивать постепенно плотность входя- 
щего потока до тех пор, пока перед первой фазой не 
будет всегда существовать какая-то определенная оче- 
редь, но еще не растущая до бесконечности, то вероят- 
ность состояния Ри—>0 при некотором А=Амакс. При 
дальнейшем усилении плотности входящего потока си- 
стема выйдет из установившегося состояния. Величину 
Амакс Можно найти из выражения (3.8.4), приравняв его 
нулю: 

Р. В (1 ЕВ — о) — «, 1. 
ВЕ В- о) 
откуда определяется 
ды: 
м ТИ ег, 


А макс —> 2-0 
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Максимальное значение коэффициента использова- 
ния первой фазы равно 


И ИВ | 
макс 1+ 0° < 1. (3.8.9) 


Можно показать, что наибольшее значение Амакс ПО- 
лучается при условии В=| (при ш =»). В этом случае 
Лмакс = в. 

Если задано 


Гобе== РГобс -- Ёобсз» (3.8.10) 


где Ѓобсі, [062 — среднее значение времени обслужива- 
ния требований в первой и второй фазах соответственно, 
то входящий поток требований не должен превосходить 
величины 


4 
у (3.8.11) 


И В этом случае наибольшее значение )макс получается 
при В= |, т. е. при =. 


Пример 


Рассмотрим этап технологического процесса производства круп- 
ногабаритного изделия. Этап состоит из двух фаз. Производствен- 
ная площадь, где осуществляется первая фаза производства изде- 
лия, большая и предполагает возможность скопления большого 
количества изделий. Во второй фазе изделия обрабатываются в осо- 
бых условиях, в камере, которая по своему объему может разме- 
стить только одно изделие. На первую фазу изделия поступают не- 
равномерно, что связано с зависимостью предшествующей части 
технологического процесса, ‘однако на первую фазу исследуемого 
этапа производственного процесса поступает в среднем А=10 изде- 
лий в месяц. Время обработки в первой фазе также случайно, что 
определяется состоянием изделия, низким уровнем механизации тру- 
да и большим процентом подготовительных слесарных операций. 
В среднем в течение месяца здесь успевают обработать около 20 из- 
делий (и =20 изделий в месяц). Во второй фазе для производства 
характерны те же особенности. Однако производительность здесь 
меньше и составляет и2=15 изделий в месяц. Оценить организацию 
технологического процесса на этом этапе производства. 


Решение 
1. Определяем параметры 
_ 109 7 
м [2 ны 15 Е 0,6 7 
№1 __ 20 __ в 
07 15 == 1 20а 


9—1444 129 


Я, Вероятность состояния, при Котором в обеих фазах производ- 
ства нет изделий, определяется по формуле (3.8.4) 
1,33 (14 1,33) (1 — 0,67) — 0,67 


о — 1.33 0141,33 420,67) Р 0,09 


3. Максимально допустимое значенне входящего потока (3.8.8) 


1-Е 1,33 


Лмакс = 20 ГЕ 1.332 [332 —11| изд. 


4. Вероятность того, что во второй фазе будет одно требование 
(3.8.5) 
1- 1,33 (1—0,67) _ 
Ра, 67 т, 0,57 — 0,2 


5. Вероятность того, что первая фаза заблокирована (3.8.6): 


[51.58 


Раб Отата ов оо" 


6. Вероятность того, что система будет работать без перебоев 
Рр=1— Р, 6 = 1— 0,35 = 0,65. 

7. Число изготовленных изделий в течение месяца 
Музд = ЛР = 10-0,65 = 6,5 изделия. 

Как изменится производительность лроизводства, если довести 


производительность второй фазы до уровня первой? 
Ши = ро=20 изделий в месяц. 


К РЕ 
Ланна О [515615 


Тогда В= 1, 


== 13,3 изделия в месяц. 


8. Вероятность блокирования первой а умевьшится (при 
^=10 изделий в месяц). 


Р„., в =0,52 


"1, 


9. Вероятность того, что система будет работать без перебоев, 


равна | 
Р=1— Рив =1— 0,2 =0,8. 


Производительность также увеличится. Число изделий в тече- 
ние месяца составит 


№зд=АР=10х0,8=8ё изделий. 
Максимальная производительность системы при обеспечении 
плотности поступления изделий 
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, =Амакс = 13,3 изделия в месяц. 
В этом случае 


13,3 
В = 1, О — 90. ———— =0,67 


и вероятность блокирования системы несколько увеличится, т. е. 


ЕТ 
[210,67 


но производительность системы в месяц все же вограсгет и будет 
доведена до 


Рав == 0,57 = 0,33, 


М№изд = 13,3 (1 — 0,33) = 9 изделий. 


39 Системы с бесконечным числом одинаковых 
приборов 


Системы с бесконечным числом одинаковых прибо- 
ров могут быть использованы при моделировании раз- 
личных систем в народном хозяйстве. 

В самом деле, в масштабе области при уборке уро- 
жая на полях используется много сельскохозяйственной 
техники: автомашин, комбайнов, тракторов. Вся эта тех- 
ника подвержена износу и в период напряженн‹й ра- 
боты может выходить из строя. Количество этой техники 
№ очень велико, и поэтому при проведении практических 
расчетов можно приближенно положить, что Лоо. 
Рассмотрим, например, эксплуатацию тракторов. Каж- 
дый из них в процессе уборки может выйти из строя и 
потребовать ремонта. Выход из строя каждой машины 
обусловливается многими причинами: квалификацией 
тракториста, техническим состоянием машины, видами 
уборочных работ, качеством профилактических меро- 
приятий по сохранению техники и уходу за ней и други- 
ми. Естественно, что совокупное действие этих причин 
в конечном счете сказывается на числе неисправных ма- 
шин. Трактористы и механики ремонтных мастерских на 
селе производят ремонт каждого трактора, на что тре- 
буется случайное время, обусловленное также многими 
причинами: характером поломок и аварий, квалифика- 
цией трактористов и механиков, наличием запасных ча- 
стей и лр. Таким образом, время обслуживания при ре- 
монте тракторов также случайно. 

Характерным для приведенного примера является то. 
что каждый вышедший из строя трактор является тре- 
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бованием на ремонт (требованием на обслуживание) 

в то же время обслуживающим прибором (в лице одно- 
го тракториста или вместе с механиком по ремонту). 
Число вышедших из строя тракторов в масштабе обла- 
сти, республики велико. Важно определить, какое число 
тракторов в среднем будет выходить из строя, сколько 
их будет ремонтироваться и как быстро они будут вос- 
станавливаться. Все это нужно для планирования поста- 
вок запасных частей, организации ремонта техники на 
полях и решения ряда других вопросов. 

Примеров подобных систем можно привести много. 
Ниже на примере будет показано использование мате- 
матического аппарата для решения ряда практических 
задач народного хозяйства, особенно в области прогно- 
зирования и проектирования. 

При постановке задачи положим, что имеется неко- 
торая система массового обслуживания, состоящая из 
неограниченного числа одинаковых приборов обслужи- 
вания. Естественно, что в такой системе время ожида- 
ния обслуживания, как и отказ в обслуживании, теряет 
смысл. В систему поступает пуассоновский поток требо- 
ваний на обслуживание с плотностью \. Время обслужи- 
вания каждого требования случайно и подчиняется по- 
казательному закону распределения с параметром и. 
Каждое поступившее требование начинает обслуживать- 
ся немедленно. 

Необходимо определить основные параметры функ- 
ционирования системы: вероятности состояний, среднее 
число требований, находящихся в обслуживании, и др. 

Для определения вероятностей состояний может быть 
использована следующая бесконечная система диффе- 
ренциальных уравнений [18, 29]: 


р" (0) = — Ар, (0) 4-р: (0), 
р" (0) = рп. (0) — (04-0) рь (0) + 
4-06-41) ьа (0 (3.9.1) 
при А> 0. 
Не будем приводить метод решения этой бесконечной 
системы дифференциальных уравнений; при желании чи- 
татель найдет его в [18, 22]. Приведем расчетные форму- 


лы для определения численных значений характеристик 
системы. 
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1. Вероятность того, что в момент времени і будет 
занято А обслуживающих аппаратов (или обслуживать- 
ся А требований) при условии, что при #=0 они были 
все свободны (в системе не было требований): 


рь (= 5-01 2—87) Ы оа" (3.9.9) 


где 
1 
Со бе ; 


——-- е ———— 


Гобс — среднее время обслуживания каждого требования; 


№ — плотность поступления требований в систему. 

2. Среднее число приборов, занятых обслуживанием 
(или среднее число требований, находящихся на обслу- 
живании) в момент времени Ё& если при {=0 они были 
свободны (в системе не было требований): 


М =&(1—е *). (3.9.3) 


3. Вероятность того, что все приборы свободны (нет 
требований в системе): 


р (2) =е а (3.9.4) 


Для установившегося режима при і—оо те же ха- 
рактеристики примут такой вид: 
— Вероятность того, что все приборы свободны: 


Ру =е*. (3.9.5) 


— Вероятность того, что в системе занято обслужи- 
ванием № приборов: 


Ру е“, (3.9.6) 


— Среднее число аппаратов, занятых обслужива- 
нием: 


Ару, 


Естественно, что на практике чаще всего пользуются 
средними величинами. Поэтому представляет интерес 
оценить погрешность определением значения математи- 
ческого ожидания числа занятых аппаратов в некоторый 
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момент времени { по формуле для стационарного ре- 
жима 


ші 
Му — №: = ае ый 


Применение полученного аппарата проиллюстрируем при- 
мером. 


Пример 

На уборке урожая на полях области работают комбайны. Ста- 
тистика показывает, что в среднем по области в сутки выходит из 
строя 20 комбайнов (Л=20 комбайнов в сутки). Время на ремонт 
каждого комбайна зависит от важносги полученного повреждения 
и колеблется в широких пределах, в среднем около суток (Ёобе= 
='] сутки, и=1| комбайн в сутки)..Требуется оценить состояние пар- 
ка комбайнов в области во время уборки урожая. 

Решение 

Посмотрим, как будут работать комбайны на полях в течение 
первой недели уборки. 

В табл. 3.9.1 приведено математическое ожидание числа неис- 
правных машин по дням первой недели [по формуле '(3.9.3)]. 


Таблица 3.9.1 


День 1-й 2-й 3-Й 4-й 5-й | 6-й | 7-й 
недели | 
№ 12,6 17,6 19 19,6 | 19,9 | 20 20 


Из таблицы следует, что уже в первый день недели в среднем 
выйдет из строя 12,6 комбайна. К концу педели число вышедших 
из строя машин ‘стабилизируется и приближается к математическо- 
му ожиданию для стационарного решения 


№ 
Му == ГТУ == а == 20 комбайнов. 


Вероятность того, что все машины будут исправны, очень мала, 
особенно к концу недели (табл. 3.9.2). 


Таблица 3.9.2 


07 . 9 3-Й 4-Й -Й о 
День недели 1-й 2-й 6-я 5-й 7-й 


БЕ 


Р °3,5.10-‘ | 3,4.10-: | 2,9.10-° 


Таким образом, при расчетах выхода из строя комбайнов во время 
уборки формулой Му=0 можно пользоваться для последних дней 
недели. В начале недели выход техникиєиз строя идет менее ин- 
тенсивно и составляет около 60—809, того, что характерно для кон- 
ца недели. 


и 
ЗАДАЧИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 
В СМЕШАННЫХ СИСТЕМАХ 


В гл. 3 были рассмотрены некоторые задачи так на- 
зываемых «чистых систем с ожиданием». В этих систе- 
мах каждая поступающая заявка, заставшая все кана- 
лы (приборы) занятыми обслуживанием, становится 
в очередь и ждет, пока не освободится какой-нибудь 
прибор. Время ожидания заявки в очереди или системе, 
а также длину очереди не ограничивают. 


Однако для практики представляют большой интерес 
и системы с различными ограничениями на время ожи- 
дания в очереди, на время пребывания в системе и дли- 
ну очереди. Такие системы массового обслуживания на- 
зываются системами смешанного типа. К ним относятся: 


1. Системы, в которых накладываются ограничения 
на время ожидания заявки в очереди, которое может 
быть как случайной, так и постоянной величиной. При 
этом ограничивается · только срок ожидания заявки 
в очереди, а начатое обслуживание доводится до конца 
(например, клиент в парикмахерской, сев в кресло, уже 
не уходит до конца обслуживания). 

2. Системы, в которых накладываются ограничения 
на общее время пребывания заявки в системе (напри- 
мер, торпедные катера находятся в зоне обстрела про- 
тивокатерными средствами кораблей ограниченное вре- 
мя и покидают ее независимо от того, кончился обстрел 
или нет). 

3. Системы, в которых накладываются ограничения 
на число заявок в очереди, т. е. на длину очереди (при- 
мером может служить мастерская по ремонту неисправ- 
ной техники с ограниченной площадью для ее хранения). 
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Ниже более подробно рассматриваются особенности 
функционирования смешанных систем массового обслу- 
живания, дается математический аппарат, с помощью 
которого можно оценить эффективность их работы, вы- 
брать наиболее экономичные варианты. Все это иллю- 
стрируется соответствующими примерами. 


4.1. Системы с ограниченным средним временем 
ожидания заявок в очереди 


Системы являются дальнейшим обобщением систем 
массового обслуживания с отказами (см. гл. 2). Мате- 
матический аппарат, необходимый для оценки эффектив- 
ности функционирования этих систем и выбора наибо- 
лее оптимального варианта по экономическим показате- 
лям, разработан для следующих условий. На вход си- 
стемы, состоящей из п приборов одинаковой производи- 
тельности, поступает простейший поток заявок с плотно- 
стью \. Время обслуживания каждой заявки прибором 
является случайной величиной {№6с, Которая подчинена 
показательному закону распределения с параметром 


1 
Ёобс у 


5== 


где Ѓобс — среднее время, необходимое для обслужива- 
ния заявки. 

Если вновь прибывшая в систему заявка застанет 
все приборы занятыми, то она становится в очередь и 
ожидает обслуживания. Время пребывания в очереди 
случайное и подчинено показательному закону распре- 
деления с параметром 
| 
Ёож " 
где Тож — среднее время ожидания. 

Если заявка, пробыв в системе некоторое время Голо 
не была принята на обслуживание, то она покидает си- 
стему. Поэтому параметр у можно рассматривать как 
среднюю плотность уходов заявок из системы. 

Основные зависимости для п-канальной системы при 
определении основных характеристик функционирования 
приведены ниже [7]. 


136 


== 


1. Вероятность того, что все каналы системы свобод- 


ны от обслуживания: 
т ЕЕ (4.1.1) 


Ре 


2. Вероятность того, что заняты обслуживанием № 


каналов системы: 
ак 
я 
Р ‚Ол. (4.1.2) 
1 со 


с ат 0.8 
т у и 
0 5—1 П (п-т) 
==! | 
З. Вероятность того, что обслуживанием заявок за- 
няты все и каналов системы и $ заявок ожидают обслу- 


живания: 
ап + 8 
п Ц (ит) 
= — 
а= = › 8 =? 1. (4.1.3) 


т К 
[о от 0,8 
аа" У! =. 
=; П оар 
== 


4. Вероятность отказа в обслуживании заявки 
(4.1.4) 


Роне БИ Мож . 


о. Среднее число заявок, ожидающих обслуживания: 
со 


о $0,8 

ЕТЕ 5 
т $=1 П (п -- тд) 

== | 
М.== у, и пенсне, > (АВ 
== оК оп 08 
Е У) 1 У р З 
= = Д (и ий) 
=! 


б. Среднее число каналов, занятых обслуживанием 
заявок: 


= Р, п у р... (4.1.6) 


9. ==] 


7. Коэффициент загрузки каналов обслуживания, ко- 
торый определяет среднюю долю времени их загрузки: 


Кз==—. (4.1.7) 
8. Среднее число свободных каналов обслуживания 


№ = п №, = \ и—ВР.. (4.1.8) 


9. Коэффициент простоя каналов обслуживания 


Къ. (4.1.9) 


п 


10. Вероятность того, что любая заявка, прибывшая 
в систему, будет обслужена: 


Роб = 1"— Ролк. (4.1.10) 


С выводом приведенных зависимостей читатель мо- 
жет подробно ознакомиться в [7]. 

Проведение расчетов по этим формулам затрудни- 
тельно вследствие их громоздкости и наличия бесконеч- 
ных сумм. Поэтому для облегчения вычислений в конце 
книги приведены таблицы для определения Р, и Рут, 
при ^=< п с тремя входами а, Вип (см. табл. 5 и 6 при- 
ложения). Кроме того, для приближенных расчетов 
можно заменить бесконечные суммы выражениями 


Йо 
ей, (4.1.11) 
ии т 


==] 
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А = ү. 
0) ) ев. (4.1.19) 
(и = 1)! 
= (пи) 


т==] 


Формулы (4.1.1) — (4.1.6) были получены в предпо- 
ложении, что время обслуживания заявок и время их 
ожидания в очереди распределены по показательному 
закону. Однако в реальных системах массового обслу- 
живания возможно появление и таких, в которых это 
время подчинено иным законам распределения. Но, 
как показали исследования, эти зависимости, получен- 
ные для стационарных условий функционирования си- 
стем, справедливы и для других законов распределе- 
ния времени обслуживания и ожидания заявок. Об этом 
можно судить по результатам расчетов, проведенных 
методом статистических испытаний для широкого диа- 
пазона основных параметров систем: 


1 =п=<30, 
0,01 <а< 30, 
0,1 <В= 10. 


Некоторые результаты расчетов даны в табл. 4.1.1. 
Таблица 4.1.1 


Варианты при п=1 | Варианты при п=3 


Закон распре- 
деления вре- 
мени бе и 


ож 


Показатель- | 0,861 | 0,386 | 0,788 | 0,949 0, 226 | 0,783 [0,675 | 0, 784 


НЫЙ 

Релея 0,863 10,392 10, 791 [0,948 | 0,228 10, 786 10, 672 | 0,781 
Нормальный | 0,859 | 0,3911 0,787 | 0,953 |0, 224 | 0,785 10,674 | 0,780 
усеченный 


Равномерный |0,857 | 0,393 | 0,793 | 0,951 | 0,226 (0, 787 (0,673 | 0,783 
По формуле |0,860 | 0,390 10,790 | 0,950 (0, 2925 (0,785 | 0,673 | 0,785 


(4.1.4) 


Для иллюстрации полученных зависимостей предла- 
гается решение примеров. 

Пример 1 

На городскую овощную базу поступают овощи нового урожая. 
Для обеспечения длительного хранения они проходят стадию обра- 
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ботки. До обработки они хранятся под открытым небом. В зависи- 
мости от погоды и состояния овощи после транспортировки могут 
храниться ‘без существенной потери качества не больше суток. На 
базу овощи поступают с близлежащих колхозов неравномерно, и 
поэтому в первом приближении можно счигать поступающий поток 
овощей пуассоновским. В среднем на базу в течение декады прибы- 
вает до 25 автомашин овощей двухтонной грузоподъемности. На 
базе работает несколько бригад по предварительной обработке ово- 
щей перед закладкой их на длительное хранение. Каждая бригада 
способна переработать за сутки до трех тонн свощей. Необходимо 
оценить работу базы по принятию овощей на длительное хранение. 
Определить необходимое количество бригад, чтобы потери овощей 
были минимальны, а обработка их была наиболее экономичной. 
Пусть содержание одной бригады в месяц обходится в 500 руб., 
а стоимость каждой тонны овощей 100 руб. 

Решение 

1. Определим параметры о и В: 


| 
0, == Мосе = 2, 515 Б == 1.01, 


0,67 
В=- т =0,67. 


Рассмотрим функционирование на базе лзух, трех и четырех 
бригад. 

2. Вероятность того, что все бригады будут сидеть без дела 
из-за отсутствия овощей, определится из табл. 5 приложения 5 

— при работе двух бригад (п=2)Рь=0,177; 

— трех бригад (п=3) Ро= 0,185; 

— четырех бригад (п=4) Ро= 0,188. 

3. Вероятность того, что привезенные овощи не будут своевре- 
менно обработаны (Ротк), определяется из табл. 6 приложения 5 
по значениям 0= 1,67 и В=0,67 — 

— при работе двух бригад Ротк= 0,17; 

— трех бригад Ротк=0,05; 

— четырех бригад Ротк= 0,015. 

Среднее число бригад, занятых обработкой овощей, равно [по 
оор (4.1.6) ] при наличии двух бригад №= 1,35; трех бригад 

№= 1,57; четырех бригад №з= 1,64. 

Коэффициент загрузки бригад определится по формуле (4.1.7) 
при наличии двух бригад Аз= 0,67; трех брагад К.=0,52; четырех 
бригад Кз= 0,41. . 

Среднее число простаивающих бригад определится по формуле 
(4.1.8) при наличии двух бригад №= 0,65; трех бригад №= 1,48; 
четырех бригад №=2,36. 

Коэффициент простоя бригад определим по формуле 


№ 
Ко. 

При наличии двух бригад Ки=0,33; это означает, что около 
33% времени каждая бригада`будет без эаботы; 

для трех бригад Къ= 0,49; 

для четырех бригад Къ = 0,69. 
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Проведем экономическую оценку работы базы. В качестве кри- 
терия целесообразно принять стоимость обработки одной тонны 
овощей 


1 
С = А. (4вп -- 29овћРотк), 


где дһ — стоимость содержания каждой бригады по переработке 
овощей в сутки; 
п — число бригад; 
дов — стоимость одной тонны овощей; 
ЛА — количество обработанных овощей за сутки. 
Величину А определим из зависимости 


Произведение 24озЛРотк определяет стоимость потерянных ово- 
щей за сутки из-за их несвоевременной обработки. Результаты рас- 
четов по определению стоимости потерь приведены в табл. 4.1.2. 


Таблица 4.1.2 


Число работаю- 2 3 4 о 
ших бригад 


Стоимость тон- 28 1531 5, 16,7 
ны обработан- 
ных овощей, 


руб. 


Из таблицы видно, что экономически целесообразно иметь на 
базе четыре бригады по переработке овощей. В этом случае потери 
овощей будут весьма малы. 

Пример 2 

В магазин поступают фрукты нового урожая из отдаленных 
хозяйств с А=10 т в декаду. Время доставки фруктов из колхозов 
в город является величиной случайной. Вероятность поступления 
фруктов в магазин из нескольких колхозов одновременно очень ма- 
ла. Среднее количество поставок фруктов в магазин в период сбора 
урожая более или менее стабильно. Перечисленные причины позво- 
ляют принять предположение о пуассоновеком потоке поставок 
фруктов в магазин. Сроки хранения фруктов в магазине зависят 
от их состояния, условий доставки, степени зрелости и других при- 
чин. Естественно предположить, что время хранзния их является 
величиной случайной. Пусть среднее время хранения равно Фож= 
= 1,7 суток. Тогда значение параметра у=6. В течение декады мага- 
зин может продать в среднем и=10 т. Среднесуточная продажа 
является величиной случайной. Например, в ‘предпраздничные, 
праздничные, предвыходные и воскресные дни продажа фруктов 
будет более интенсивной. 

Требуется оценить работу магазина и челесообразность откры- 
тия ряда дополнительных палаток по продаже фруктов в течение 
сезона. Для простоты расчетов примем, что лропускная способность 
палаток по продаже фруктов равноценна магазину. 
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Решение | 
Определим параметры о и В: 


Рассмотрим функционирование магазина, а также магазина и 
палаток (для примера возьмем 1 и 2 палатхи). 

Вероятность того, что эти торговые предлриятия будут свобод- 
ны от продажи, определится по формуле (4.1.1). Значение этих ве- 
роятностей найдем по величинам а=1 и В=0,6 из табл. 5 прило- 
жения 5: 

— при работе одного магазина Ро= 0,328; 

— при работе одного магазина и одной палатки Ро= 0,361; 

— при работе одного магазина и двух палаток Ро=0,367. 

Вероятность того, что привезенные фрукты че будут своевре- 
менно проданы, определяется по формуле (4.1.4). Отсюда по ве- 
личинам а=|! и В=0,6 из табл. 6 приложения 5 получим долю 
потерь фруктов из-за несвоевременной продажи: 

— при работе одного магазина Ротк=0,53; 

— при работе одного магазина и одной палатки Розк=0,08 

— при работе одного магазина и двух палаток Ротк=0,02. 

Это означает, что при работе только одного магазина 32,7% 
фруктов будет испорчено. При подключении к продаже одной па- 
латки потери уменьшатся до 8%, а при подключении двух палаток 
потери составят всего около 2%. 

Таким образом, видно, что увеличение числа точек уменьшает 
процент потерь фруктов. Однако слишком большое увеличение чи- 
сла торговых точек может привести к излишнему увеличению стои- 
мости содержания обслуживающего персонала и повышению на- 
кладных расходов. Поэтому следует провести экономическую оценку. 
В качестве критерия, например, можно принять минимум суммарных 
затрат на содержание торговых точек и потери в течение месяца. 
Тогда средние суммарные затраты предприятия ориентировочно 
можно определить из зависимости 


С, =АРоткдф + дпп, 


где Л — количество фруктов, доставленных в город для продажи 
в течение месяца; 
дф — стоимость одной тонны фруктов; 
дп — стоимость функционирования одного торгового предприя- 
тия в течение месяца; 
п — число торговых предприятий. 
Предположим, что 9%=1 000 руб. тонна; 4и =400 руб. 
Количество фруктов, доставленных в магазин в течение меся- 
ца, равно 


а 


А=А3=10.3=30 т. 


Тогда стоимость затрат и потерь равна: 

— при работе одного магазина Сп = 10068 руб.; 

— при работе одного магазина и одной палатки Св=2910 руб.; 

— при работе одного магазина и двух палаток Съ = 1430 руб.; 

— при работе одного магазина и трех палаток Си=1470 руб. 

Таким образом, наиболее экономичным является развертывание 
на сезон по продаже фруктов кроме магазина еще двух палаток, 
при этом потери из-за порчи фруктов составят около 2%. Увеличе- 
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ние числа палаток более двух нецелесообразно, так как снижение 
процента потерь незначительное, а стоимость содержания торговой 
сети возрастает. \ 

Эти два примера носят чисто условный характер. 


Однако из них видно, что целый ряд проблем, возникаю- 
щих в торговых и хозяйственных организациях, может 
быть решен методами теории массового обслуживания. 

Системы с ограничением на время пребывания заявки 
в системе. Для этих систем массового обслуживания ха- 
рактерно, что независимо от того, обслуживается заявка 
или находится в очереди, она покидает систему, если 
время нахождения ее в системе превысило некоторую 
величину іож. 

Для таких систем получены конечные зависимости, 
по которым можно оценить их функционирование, для 
случая, когда время пребывания заявки в системе е 
случайное с показательным законом распределения и 
параметром 

1 


бож ' 


\ 


где ок — среднее время пребывания заявки в системе. 
Вероятности состояний системы описывает следую- 
щая система дифференциальных уравнений: 


2% (0) = — Ар (0) + (8 У) р, (0), 
р. (0) = (0н У) р: (04 АО -Е2в-Н УР. (0), 
р (0) = — [2-06 У) рь (0) АРь-. (0 -- 
(64-1) (6-- У) рк: И 
| <ё<ли — 1, 
р" (0) = — 0-и (в У) ра (0) 4 Ара -. (0) + 
иь (0) М раза (0 (4.1.13) 


р’ (В = — АЕ пь- 90 - 
4 Ара +з-1(0+ 104 ("Е 5-1 У Риз (0), $21. 


Для стационарных условий, т. е. при /—»+оо, система 
дифференциальных уравнений (4.1.13) превращается 
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в следующую систему алгебраических уравнений: 


АР (6+ У у) р, 0, 


НА (6- >) Р АРь (ЕТ (УВ, =0, 
1<ё<л — 1, 
аа Р.Р 
+ [оь ) МР, 0, (4.1.14) 


— ИН иь-- (04 5) УРАР, 
+ [964 (0 541) У РВ, 1=0, $=1. 


При решении уравнений (4.1. 14) получены формулы 
для определения вероятностей состояний системы массо- 
вого обслуживания: 


ЧЁ 
Р-НЕ 


ап + 8 


В ар, 021, 4.16) 
п! (Г 8)" П (а (о) 0] 


т] 


Р, Ё<п, (4.1.15) 


где а= и 8 
ы р" 


Вероятность Р, определяется из нормирующего усло- 
ВИЯ 


Ри == | 


ТГ 8 


и равна 
А == 
У О + ТО ЕНиР 


=0 = П (а (оо) 8 


== 


— 


(4.1.1.) 

Вероятность обслуживания любой заявки может 
быть определена как произведение математического 
ожидания числа заявок, находящихся на обслуживании, 
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на отношение плотностей обслуживания к поступлению 
заявок в систему 


п 


п \ 
Робе==-7- У Р, --п 1 — у Р, 
а= 1 В=0 
ИЛИ 
п—] 


п — Рк (п — В) 
=0 


Роб, (4.1.18) 


ел 


откуда вероятность отказа в обслуживании опреде- 
ляется по формуле 


п п 


ое У ер – п [== У, Р 


Рок == 1 — Робо = А. (4.1.19) 


После ряда преобразований формулу (4.1.19) можно 
записать в виде 


п—1 
«—п-+ У, (п В) Рк 
Рл И. (4.1.20) 


Пример 3 


Счетно-решающий ‘прибор производит расчеты задачи по за- 
данному алгоритму в.зависимости от поступающей информации. 
Поступающая информация с плотностью А=2 инф/мин, застав при- 
бор занятым, ожидает его освобождения. Однако со временем 
информация теряет свое значение и через 5 мич считается негод- 
ной, а задача должна решаться заново, но уже с использованием 
поступающей свежей информации. Время решсния задачи случайное 
и зависит от особенностей поступающей информации. Положим, что 
это время также имеет показательное распределение с параметром 
= 0,5. 

Определить, какой процент информации не булет использован 
для решения вариантов задач, как целесообразнее поступить в слу- 
чае увеличения объема использования поступающей информации 
до 60%, если это возможно сделать следующими путями: 

— увеличением числа счетно-решающих приборов; 

— проведением мероприятий по повышению их быстродействия. 

Пусть стоимость одного счетно-решающего прибора равна Съ = 
= 100 единицам. 

Повышение быстродействия счетно-решающих машин связано 
с увеличением их стоимости и обслуживания. При решении этого 
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примера примем, что они обусловлены зависимостью 


2: 
С === 100 сс 
Тосс 
Решение / 
1. Определим параметры | 
Х 
О == —— — 4, 
ы 
еол 
ЛЕ УИА 


2. Для определения вероятности того, что весь объем посту- 
пившей информации не будет использован при решении задач, при- 
меним формулу (4.1.19) 


п—1 
= 
а— п -|- у (п — к) Рә 
о 
Ротк = Б е 


После подстановки значений исходных данных получим 


4—14 Р 
Р = 16. 


Величину Ро определим из формулы (4.1.17): 
Ро=0,01. 


Тогда вероятность того, что весь объем информации не будет 
использован, равна 
Ротк=0,75, 


т. е. около 75% всей информации будет потеряно. Это очень боль- 
шой процент потерь, который нужно уменьшить. 

Посмотрим, как будет меняться величина потерь информации 
с увеличением числа счетно-решающих приборов (п=1, 2, 3). Ре- 
зультаты расчетов по определению Ротк приведены в табл. 4.1.3. 


Таблица 4.1.3 


п 1 А 3 
Ротк, % 75 51 0,37 


Из таблицы следует, что для уменьшения потери информации 
до 404| необходимо увеличить число счетно-пешающих приборов 
до 3. В этом случае стоимость решения каждой задачи будет об- 
ходиться в С.=200 единиц. 

Но увеличение числа счетно-решающих приборов является не 
единственным путем снижения потерь поступающей информации. 
Поэтому целесообразно просмотреть и путь увеличения производи- 
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тельности приборов. С этой точки зрения определим, насколько Не- 
обходимо повысить производительность одного прибора, т. е. умень- 
шить время обработки объ, чтобы вероятность потери информации 
была не более 40%. Результаты расчетов представлены на 
рис. 4.1.1. | 

Как видно из рисунка, вероятность потери информации будет 
не более 40%, если время обработки одной порции информации не 
будет превосходить 0,88 мин. Чтобы повысить быстродействие при- 


Ротк 
ХО 


0 00 Т 2 обе, мин 


Рис. 4.1.1. Зависимость вероятности отказа Ротк от производитель- 
НОСТИ Гобс приборов. 


бора до этой величины, необходимо прозести ряд мероприятий по 
усовершенствованию конструкции, при этом издержки при решении 
одной задачи составят (для условий данного примера) 


2? —0,88 
Са == 100 088 ^ 127 ‚3 единицы. 


Таким образом, для снижения вероятносги потери информации 
до 40% целесообразнее усовершенствовать конструкцию машины и 
ловести среднее время обработки одной информации примерно до 
0,88 мин, чем увеличивать число счетно-решающих приборов. 

Пример 4 

У нападающей стороны имеется два образца вооружения. Для 
обстрела маневрирующей цели в среднем требуется 2 мин (Тове= 
=2 мин). Вероятность поражения цели при обстреле равна Ри=0,9. 
Нападающая сторона обладает системой оаззедки, позволяющей в 
среднем обнаруживать одну цель в минуту (^=цель/мин). Среднее 
время пребывания цели в зоне обстрела после ее обнаружения Ёож 
равно 4 мин. Независимо от того, обстреливается цель или нет, она 
по истечении определенного ‘времени покидает свою позицию и для 


10% 147 


нападающей стороны считается потерянной, так как поражена быть 
не может. / 

Необходимо определить эффективность вооружения нападающей 
стороны по поражению появляющихся / целей, определить, сколько 
единиц вооружения необходимо иметь’ напада, щей стороне, чтобы 
ее потери не превосходили в среднем 10%, если цель противника 
в случае ее непоражения может нанести ответный удар с эффек- 
тивностью №ър= 0,5. 

Решение 

1. Определим вероятность того, что любая обнаруженная цель 
противника будет уничтожена. Для этого по параметрам | 


= 2, 9% = 2 =, В = 0,5 
Я — и == —— == ——_—_ ——— Ш: 
П Р] | РД В ? 


и формуле (4.1.18) определим вероятность того, что цель будет 
обстреляна за время пребывания ее на огневой позиции: 


2 2р, Р 
Робе = 7) о 


2. Вероятности Ро и Р, определяются по формулам (4.1.15) и 
(4.1.17) 


= 
Р. = 1+0,5) 26 


| 


Ро 1 |8 ^0,24, 


1 
а 
где 

2 98 ре 2 
х=1!+ роб Та 05} Ги 05): 21005 
92 
Ко +@+5)0.5 + 
93 
О9О 0639051 * 
Дъ 10. 


-- 


+4 


Тогда Ргеғ 031, 
3. Тогда вероятность того, что обнаружелная цель противника 
будет обстреляна, равна 


2—2.0,24 —0,31` 
Робе == у = 0,6. 


4. Следовательно, если у нападающей стороны будет две еди: 
ницы вооружения, то ‘вероятность поражения цели противника 
равна 

Ў = Ра обе = 0,9 · 0,6=0,54. 


5. Для определения количества единац вооружения, необходи- 
мого нападающей стороне для увеличения ее огневой мощи, опре- 
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делим, какова должна быть вероятность йоражения цели противни- 
ка, чтобы он не смог нанести ущерб более 10$. 
Ущерб, который нанесет противник, можно спределить по фор- 


муле 
\ у = (1—РъР,оѕе) Уп». 


Отсюда потребная вероятность обстрела цели поотивника опре- 
делится зависимостью 


ар ж 
Робб == Е А 


6. По формуле (4.1.18) необходимо определить такое п, чтобы 
Робс было не меньше 0,89. 
Результаты расчетов представлены в табл. 4.1.4. 


Таблица 4.1.4 


п 2 3 
Робс 0,6 0,9 


Из таблицы видно, что при п=3 вероятность обстрела цели 
составляет 0,9, что является достаточным уровнем. В этом случае 
противник сможет нанести нападающей стороне ущерб не более 

У, = (1—0,9 · 0,9) 0,5=0,095. 

Следовательно, нападающей стороне необходимо довести коли- 

чество единиц вооружения до трех. 


4.2. Системы с ограниченной длиной очереди 


Мы рассмотрели системы массового обслуживания 
с ограничениями по времени пребывания заявок в оче- 
реди или в системе. Однако в жизни нередко приходится 
сталкиваться с системами массового обслуживания, при 
работе которых накладываются ограничения на длину 
очереди. Как правило, это связано с ограничениями ме- 
ста для хранения заявок, ожидающих обслуживания 
(ремонтные мастерские и другие пункты обслуживания). 
Наряду с ограничениями на длину очереди ожидающих 
заявок возможны и дополнительные ограничения их вре- 
мени ожидания в очереди и времени пребывания в си- 
стеме обслуживания. Эти особенности систем массового 
обслуживания были рассмотрены в чистом виде в пре- 
дыдущем параграфе. Таким образом, в смешанных си- 
стемах массового обслуживания можно рассмотреть та- 
кие варианты ограничений, которые могут найти широ- 
кое применение: 
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— число заявок, стоящих в очереди, ограничено, на 
время пребывания заявок в очереди и системе ограни- 
чения не накладываются; 

— число заявок, стоящих в очереди, и время пребы- 
вания в ней ограничены; 


— число заявок, стоящих в очереди, и время пребы- 
вания заявки в системе ограничены. Рассмотрим вари- 
анты этих систем. 

Ограничение на длину очереди заявок в системе. 
Пусть в и-канальную систему поступает поток заявок 
плотностью А. Система обладает такой особенностью 
функционирования, что каждая вновь поступившая за- 
явка, застав все каналы занятыми, становится в очередь 
только в том случае, если в ней находится менее т за- 
явок. Если число заявок в очереди равно т (больше т 
оно быть не может), то прибывшая заявка в очередь 
не становится и покидает систему необслуженной. Время 
обслуживания заявки в системе случайное и распреде- 
лено по показательному закону с параметром 


——- | е 
и Йобс 


Поток поступающих заявок будем считать простейшим. 

Вероятности всевозможных состояний системы могут 
быть определены по следующей системе дифференциаль- 
ных уравнений [7]: 


р (0): Ар, (04-600), 
р (= (04-е) рь (0) АРЬ (0) 4064-1) ьРь,. (0), 
О<ё<и — 1, 


Вт (0) = — (Ат) рп (0) 4 Хоп. (0) - пыра: (0), (4.2.1) 
П'е (2) === (4 -|- пр) рац (1) +- Араа (2) ЕЯ працава (0), 
1 <<< л, 
№ пат (2) — — Пи 0р т (2) |-Арпът- 1 (2). 


Рассмотрим стационарные условия функционирова- 
ния системы при ѓі—ғоо. В этом случае все производные 
равны нулю, а все вероятности становятся постоянными 
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величинами, тогда вместо дифференциальных уравнений 
(4.2.1) получим систему алгебраических уравнений: 
—А. р, -- р ай 
— (АН А») рк Ар. (8-Е 1) нок =0, 
О А=<и — 1, 
— (А-Р р) ра Ара пра 0, (4.2.2) 
== (4 -- пр) Оп -- Арав 1 —- Ар Ри +1 = (1, 
= 6< л, 
— Ар Оъ т -- Арпут-1 = 

Нормирующее условие запишем в виде 


В результате решения системы уравнений (4.2.2.) и 
(4.2.3) получим следующие зависимости, характеризую- 
щие функционирование системы: 

1. Вероятность того, что все каналы свободны и в си- 
стеме нет ни одной заявки: 


Р = т 
ут С у 


Р— 81 


(4.2.4) 


Ы 


где а 
= т 


2. Вероятность того, что А каналов заняты обслужи- 
ванием: 
ай 


©! 
рене (4.9.5) 


уч м тт = 
=! 


З. Вероятность того, что все каналы заняты обслу- 
живанием и ѕ заявок находится в очереди: 


ап 104 8 
т \ п 


(4.2.6) 
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4. Вероятность отказа заявке в обслуживании, кото- 
рая равна вероятности Рут того, что в очереди уже 
стоят 11 заявок: 

ап + т 


П.Т 


о О (4.2.7) 


п м == т 
[64 оп 104 8 
+ + (>) 
й=| 


Б] 


5. Среднее число каналов, занятых обслуживанием: 
п т 
ДИ а= У Р.Р, +- п У Риь. (4.2.8) 
=] ==] 


6. Среднее число каналов, свободных от обслужива- 
ния: 


Мо=и— Ма. (4.2.9) 
7. Коэффициент загрузки каналов обслуживания 
М, | 

Ка== ———. (4.2.10) 


8. Коэффициент простоя каналов обслуживания 


к=, (4.2.11) 


п 


9. Среднее число заявок, стоящих в очереди: 


Иные ОВ (4.2.12) 


в! 


Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение 
зависимостей, полученных при решении системы. 


Пример 1 

На станцию текущего ремонта сельскохозяйственной техники 
поступают в случайные моменты времени различные машины (ко- 
силки, сеялки, плуги и т. д.). Станция имзет одно помещение для 
одного технологического потока ремонта. Во дворе станции имеется 
небольшая крытая площадка, где одновременно может находиться, 
ожидая очереди, не более трех машин. 

В зависимости от характера неисправности, наличия запасных 
частей и квалификации ремонтных рабочих ‘время на ремонт каждой 
машины затрачивается случайное. Статистчка ремонтного времени 
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в этой мастерской показала, что оно распределено по показатель- 
ному закону со средним значением Ѓобе=2 суток. 

Неисправная техника в мастерскую поступает из близлежащих 
хозяйств. Случайные, независимые друг от друга, моменты выхода 
из строя сельскохозяйственных машин и эазное удаление мест их 
эксплуатации от ремонтной мастерской позволяет предположить, 
что поток поступающей неисправной техники в мастерскую лростей: 
ший со средней плотностью А=0,5 машин в сутки. Необходимо 
определить: 

— пропускную способность мастерской; 

— среднее время простоя мастерской; 

— среднее число машин, ожидающих ремонта. 

Интересно определить, насколько изменятся эти характеристики, 
если оборудовать второе помещение с новым технологическим пото- 
ком для ремонта техники. 

Решение 

1. Определяем параметр 


— 
— ——— —— —- 


2. Определяем вероятность того, что из-за недостатка мест для 
хранения неисправной техники в мастерской с оҳним технологиче- 
ским потоком ‘вновь ‘поступившая на ремонт машина не будет 
принята: 

р 1 
ок 1 -+1-3 

3. Отчосительная пропускная способность мастерской 

Робе=1—Ротк=0,80. 


4. Абсолютная пропускная способность мастерской 


== 0,20, 


О-=АР,осе= 0,4 машины в сутки. 


5. Среднюю долю времени, в течение которого мастерская бу- 
дет простаивать, найдем по формуле (4.2.4) 


1 


Р = Петр Е га 0,20. 


6. Среднее число машин, ожидающих ремонта, найдем по фор- 
муле (4.2.12) 
Мож=1Р1-41--2Р1--2-ЕЗРаз= 0,2-+0,4+0,6=1,2 машины. 


Таким образом, в среднем 1,2 машины будет находиться в оче- 
реди и ожидать своего ремонта. Среднее время, в течение которого 
техника будет ожидать начала ремонта, можно определить из сле- 
дующих соображений. Поступающая на ремонт очередная машина 
будет ожидать до тех пор, пока находящиеся в очереди машины 
не будут отремонтированы. Тогда среднее время ожидания начала 
ремонта будет равно 


Тож == МожВобе = 1,2:2 = 2,4 суток. 
Общее время пребывания машин в мастерской (ожидание и 
собственно ремонт) равно 
Т = Тож -{ Роб = 2,44 2 == 4,4 суток, 
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т. ё. в среднем через несколько суток после поступления в мастер- 
‚скую машина будет отремонтирована. 

7. Если оборудовать еще один технологический поток (п=2), 
производительность мастерской изменится, а вероятность отказа в 
обслуживании можно определить по формуле (4.2.7) для п=2 


О Е к 


Таким образом, если оборудовать сще один поток по ремонту 
сельскохозяйственной техники, то вероятность отказа уменьшится 
почти в 10 раз. 

Следовательно, около 98% поступающей техники будет свое- 
временно отремонтировано в мастреских станции обслуживания. 

Пропускная способность мастерской узеличится более чем в 
2 раза, т. е. 

(О = л . 0,98=0,49 машины в сутки. 


Несколько увеличится относительное время простоя мастерской 


16 
г == 29 520,84, 


Зато среднее число машин, ожидающих ремонта, резко умень- 
шится 
Мож=1 . Р2+4-2 . Р>+2-+3 + Ра4з= 


=1.0,085-2 · 0,043 + 3 · 0,021 =0,23. 


Также уменьшится время ожидания в очереди 


га ж == 0,23 * 2 == 0,46. 


И, что очень важно, общее время, потерянное техникой на ремонт, 
сократится почти вдвое: 
Т =0,46+2=2,46. 


4 


Используя экономические показатели (стоимость обо- 
рудования помещения и содержания обслуживающего 
персонала, стоимость простоя техники и др.), можно 
определить целесообразность такого переоборудования 
станции текущего ремонта и определить тот выигрыш 
(экономию), который в результате этого получится. 

Ограничение на длину очереди и время пребывания 
в ней. Рассмотрим обобщение описанной выше задачи. 
Особенность рассматриваемой системы в том, что всякая 
вновь поступившая заявка, застав все каналы уже заня- 
тыми обслуживанием, покидает систему, если уже име- 
ется очередь, в которой находится не менее т заявок, 
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и если она простояла в ожидании в среднем более неко- 
торого времени #ож. 

Возможные состояния системы описываются систе- 
мой дифференциальных уравнений, которые можно полу- 
чить из уже известной системы дифференциальных урав- 
нений, написанной для системы массового обслуживания 
с ограниченным временем ожидания, если наложить 
ограничения на длину очереди: 


рф = Ара л (0), 
Г (2) = — (2-м) Рк (ИА р (0 (У 1) рь: Е, 
| (4.2.13) 
ре 


В’ (0) == — (04 пы) ри (2) 4 Ари, (0) - (иь У) ра: (0), 
Б 'пъз (Ё) = — ый ра Рту 
-Н Мы -- ($-Н ПУ раа (0), 
ао. 
път (В) == — (пь-- ту) рат (0) Е АРит-1 (2), 
где СЕ 1и 


ож 


При установившемся режиме (/—оо) получим сле- 
дующую систему алгебраических уравнений: 


— 4р р. = 0), 
(а) рь ат. (64-1) рау 0, 
| <А< и — 1, 
— (а п) ри ар, -- (9 4 8) ра == 0, (4.2.14) 
— (44-и -- 88) риь раз: 4 [0-4 (5 4-1 8 Рпъзъл = 0, 
1 <<< л, 
— (0 4-08) рат арата = 0, 


А г у 
где а== — Ии р == —. 
в И Ё 
Нормирующее условие запишется в виде 


А= 


В результате решения системы уравнений (4.2. 14) И 
(4.2.15) получим следующие зависимости, характеризу- 
ющие функционирование системы: 
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1. Вероятность того, что Е каналов системы занято 
обслуживанием (0</А%и): 
о 
Рь= т Р. (4.2.16) 
2. Вероятность того, что все п каналов заняты обслу- 
живанием и $ заявок находится в очереди: 


апі з 


п! 


Р, ъ= < Р, 1<8%<. (4.2.17) 
П +79) 


т] 


3. Вероятность того, что все каналы свободны от об- 
служивания: 


Р. == 


. (4.2.18) 


п 0,8 


о ап г 
яг, 8 
таана 

г== 1 


= | 


4. Среднее число каналов, занятых обслуживанием: 


М, = Ў еп У Р. (4.2.19) 
=] 


= | 


5. Вероятность того, что заявка будет обслужена. Она 
определится как произведение математического ожида- 
ния числа каналов, занятых обслуживанием, на отноше- 
ние плотности обслуживания к плотности поступления 
заявок 

п—1 


9 == У; (п — Ё) Рр 
Робо == 5 М (4.9.90) 


9, 
6. Вероятность отказа в обслуживании 


п—] 


«—п+ У, (0—0 Р 
Рок = 1 — Роб =". (4.2.91) 


7 е4 
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7. Среднее число каналов, свободных от обслужива- 


НИЯ; 


Коэффициенты загрузки и простоя каналов, а также 
среднее число заявок, которые находятся в очереди, 
можно определить так же, как и для системы с огра- 
ничением по длине очереди. | 

Применение полученных зависимостей проиллюстри- 
руем двумя примерами. 


Пример 2 

Рыболовецкий колхоз вылавливает в среднем около 10 т рыбы 
в сутки. Улов зависит от ряда случайных факторов '(обнаружения 
косяка рыбы, расстояния от причала до места лова, погоды и т. д.). 
Поэтому можно считать, что поток выловленной рыбы имеет пуас- 
соновское распределение. Часть рыбы колхоз перерабатывает на 
собственном пункте, состоящем из двух одинаковых пехов. Произ- 
водительность каждого цеха и=2 т в сутки. Остальную часть улова 
колхоз отгружает для отправки на завод череработки рыбы. Кол- 
хозный завод имеет холодильник для храненая рыбы объемом 2 т, 
где она может храниться не более одних суток. Если за это время 
рыбу не начали обрабатывать, то ес немедленно отправляют на 
другой завод, который производит ее копчение. В прстивном случае 
она испортится. 

Необходимо определить, сколько в среднем надо выделить авто- 
машин для перевозки рыбы, если при существующем состоянии до- 
рог и расстоянии до завода переработки машина грузоподъемностью 
2,0 т может сделать два рейса в сутки, а до завода копчения — 
один рейс в сутки. 

Решение 

1. Определим параметры 

У 


== о. 09. 


1. 


2. Определим, какой процент зыловлениәй рыбы сможет обра- 
ботать колхозный завод. 

Вероятность того, что поступающля рыба будет обработана 
местным заводом, определим из уравнения (4.2.20) 


2—2Р, —1Р 
Ро, 


т. е Ро н Р; определяются по формулам (4.218) и 
4.2.16): 


Р. == . 


55 5 95 == 0,012, 
1+5+5| 5405 ы 605705) | 


5 
Р; == 1 :9,012 => 0,06. 
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Тогда 


2 —0,024 —0,06 
Робе== 5 —— д 0,38. 


Таким образом, около 38% всей выловленной рыбы колхоз пе- 
рерабатывает на своем заводе, что составляет 


0=10 Хх 0,38-=3,8 т в сутки. 
10—3,8=6,2 т 


необходимо перевезти на заводы переработки и копчения. | 

Определим количество рыбы, которое необходимо перевозить 
сразу на завод переработки, и количество рыбы, подлежащее пере- 
возке на завод копчения. 


Для этого предварительно определим вес рыбы, которая нахо- 
дится в холодильнике и ожидает начала обработки (4.2.12): 


Мож= 1Р2+4+2Р>+2. 
Вероятности Ра и Рэз определим по формуле (4.2.17) 
53 


Р.+ 1 = 0.5 0,012 220,8, 


Отсюда 


54 
21 
Р.а = 9-05) 2-05) ‘0:012 =0,54, 
откуда | 
Мож=0,3-+2 е 0,54= 1,4 А 


т. е. в холодильнике постоянно находится в среднем около 1,4 т 
рыбы. 


Найдем среднее количество рыбы, которое необходимо в течение 
суток отправить из холодильника на завод копчения: 


(О ъ= Мож у= 1,4: 1221.4 Т, 


На завод переработки необходимо отправить 6,2—1,4= 4,8 т рыбы. 
Для этого потребуется машин: 
— для перевозки рыбы на завод переработки 


4,8 
№, == арс 43 


Еа 
М 
( 


—‘ для перевозки на завод копчения 


м 1,4 
к — 25.1 2-0,6, 


т. е. тоже в среднем одна машина, причем она будет загружена 
всего на 60%. Следовательно, для этого можно использовать маши- 
ну меньшей грузоподъемности. 
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Пример 3 

Для проведения первичной санитарной обработки личного соста- 
ва, подвергшегося заражению, создается полезой пункт санитарной 
обработки. Требуется определить необходимую пропускную способ- 
ность пункта, т. е. число мест для одновременной обреботки личного 
состава, если среднее время на обработку одного человека равно 
0,1 час. Поток поступления личного состава, требующего обработки, 
примем простейшим с плотностью А = 100 чел/час. Пункт оборудуется 
укрытием для личного состава на 5 чел. Половина личного состава, 
т. е. около 50 чел. в час, отправляется медицинским транспортом 
в тыл на стационарный пункт санитарной обработки. Кроме того, 
около 10% личного состава может быть отправлено в тыл попутным 
транспортом. Учитывая, что состояние организма человека зависит 
от времени, прошедшего с момента заражения, время ожидания на- 
чала обработки не должно превышать 10 час. 

Решение 

Определим параметры 


А100 
0. — ти 10 == 10), 
У 10 
= 0—10 =: 


По условию задачи в среднем около 60% личного состава, тре- 
бующего санитарной обработки, будет отправляться в тыл. Следо- 
вательно, остальные 40% должны пройги обработку в создаваемом 
полевом пункте. Определим необходимое число мест и на пункте, 
при котором обеспечивается своевременная обработка 404 личного 
состава, поступившего на санитарную обрабогку. Результаты рас- 
четов представлены в табл. 4.2.1. 


Таблица 4.29.1 


а | | | ашо 


Как следует из таблицы, для своевременной обработки 40% лич- 
ного состава на полевом пункте необходимо иметь не менее четырех 
мест обработки. 


Ограничение на длину очереди и время пребывания 
заявок в системе. Другим вариантом обобщения систем 
массового обслуживания с ограниченной длиной очереди 
является наложение ограничения на время пребывания 
заявки в системе обслуживания. Примерами таких си- 
стем могут служить различные бытовые мастерские ку- 
рортных городов. Отдыхающие испытывают различную 
потребность в ремонте фотоаппаратов, транзисторных 
приемников, в починке обуви и одежды. 

Однако мастерские не всегда обеспечивают (особен- 
но в разгар курортного сезона) быстрое обслуживание 
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отдыхающих. Поэтому если та или иная мастерская 
имеет уже определенное количество заказов, то она не 
принимает новых (ограничение на длину очереди). Од- 
нако клиенты, как правило, ограничены временем пре- 
бывания в данном месте отдыха и поэтому по истечении 
срока отпуска вынуждены забирать сданные в ремонт 
вещи, независимо от того, началось обслуживание или 
они еще находились в ожидании ремонта (ограничение 
на время пребывания в системе). 

Рассмотрим систему массового обслуживания, со- 
стоящую из п идентичных каналов обслуживания. Вре- 
мя обслуживания каждого канала является случайной 
величиной, распределенной по показательному закону 
с параметром |. В систему поступает простейший поток 
заявок плотностью Л. Если очередная заявка застанет 
в очереди т заявок, то она теряется. Принятые в систе- 
му заявки (находящиеся в очереди или на обслужива- 
нии) могут находиться в ней ограниченное время. По 
истечении этого времени заявка покидает систему неза- 
висимо от того, обслуживалась она или находилась 
в очереди. Время пребывания в системе является слу- 
чайной величиной, распределенной по показательному 
закону с параметром ~. 

Эта задача может быть описана следующей системой 
дифференциальных уравнений, которая получается из 
системы (4.1.13), если длину очереди ограничить вели- 
ЧИНОЙ 17: 


р" (В = — Ар, (0) 4- (6 У) (0), 
р АЫ У) рь (0 4-а. (04 
== (ЕН 1) (6-4 У) рк (2), 
| ре 1, 
Р (0) [а („4 У) р» (И = Ара -1 (= 


-- мы (05-1) У раа (1), 
(4.2.23) 


В'пз (0) = — АН пь-|- (и - 5) У] Риз (0) 4 АРиз-1 Ш 
+ ив Ни - 5-Е ИМ раа (0, 
о т, 
_Р’пт (И = — [т -- (02 7-00) У] раът (В А Арат (2). 
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Для стационарных условий (-—>со) система диффе- 
ренциальных уравнений (4.2.23) превращается в следую- 
щую систему алгебраических уравнений: 


— Ар, (2 -- у) Оі 0, 


ААУ) ра Аа (Ее У) а 0, 
1 <А<и— 1, (4.9.94) 


пв У) ра Араа тв) М рну 0, 


— [А -- пв (0-4 $) М ра: АРиьв-1-Ё 
+160351) У ра = 0, 
1=65< т, 


ЕЕ [пр = (л -- т) у] Опт -|- 4р4 т-1 == 0. 


Решение системы (4.2.24) дает следующие зависимо- 
сти вероятностей состояний: 

1. Вероятность того, что А заявок (ё< л) находятся 
в системе: 


- 08 
Гв == ав". я К< ЖА (4.2.25) 


Л у 
где я —— И В == ыы 
| [мы 
С. Вероятность того, что все каналы системы заняты 
обслуживанием и 5 заявок находятся в очереди: 


ап 8 


РЕ - Р 9О=5=<т, 


п! (14 8)" ] 1200-0 


| 


(4.2.96) 
где ] (х) = 0. 


т = 1 
5. Вероятность того, Что в системе нет ни ОДНОЙ 32 
явки, определится из нормирующего условия 
п-т 
м 
и 
е0 
11—1444 161 


и будет равна 


Е : 


п | т ру" 


св оп 
— дд $ 
АО 0% Е" 
у ИЕ Уп ити 


= 
(4.2.97) 


4. Вероятность того, что заявка будет обслужена, 
определится из зависимости 


п 


Робе== Ў в 1 УР | 
В =] 


е0 


которая, после ряда преобразований приводится к виду 


п—1 


п У (п— №) Рь 
Робе = т, (4.9.98) 


| 


Е: 
я 


5. Вероятность того, что заявка получит отказ в об- 
служивании, определится как противоположное событие 
вероятности обслуживания 


Роме 1 — Роба = =. (4.2.29) 


Если положить в формуле (4.2.29) ограничение по дли- 
не очереди т=0 и В=0, то получим известную формулу 
Эрланга для системы с отказами 


Остальные характеристики (среднее число занятых 
или свободных каналов, коэффициенты загрузки или 
простоя и др.) могут быть получены так, как для си- 
стемы с неограниченной очередью. 
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Проиллюстрируем использование полученных зави-, 
симостей примером. 


Пример 4 

Электронно-вычислительное устройство обраб ігывает информа- . 
цию, которая поступает в случайные моменты времени со средней 
плотностью 10 групп/мин. 

Учитывая, что объемы информации, сложность обработки каж- 
дой и т. д. различны, можно принять, что время на обработку одной 
группы информации случайное и распределено по показательному 
закону с параметром и=10 групп/мин. Машина имеет память для 
хранения поступающей информации объемом до 5 групп. Если оче- 
редная группа информации застанет всю чамять занятой, то она 
теряется. Одновременно можно обрабатывать две группы информа- 
ции. Со временем поступившая информация теряет свою ценность и 
в среднем через | мин после поступления, если не была своевремен- 
но обработана, становится практически непригодной. Определить, ка- 
кой процент информации теряется из-за того, что пропускная спо- 
собность устройства не позволяет своевременно обрабатывать всю 
информацию. 

Решение 

1. Определим параметры а и В: 


ЗЕ. Е ыы 0,1 
т 


2. Вероятность того, что информация не будег обработана до 
того, как она потеряет свою ценность, определим по формуле 
(4.2.29), которая после подстановки данных в=1 и п=2 примет вид 


1—2 ОР, +12) ^ 
Ротк = р 


Величины Ро и Р; определяются по формулам (4.2.27) и (4.2.25) 


гле 
1° 12 
А=1+ регу гт) | @ 3.00 г 
12 13 
+307001) ТОО 50Ю + 
ИАН 1 
23.0.) 1700) 006500) 054607) 


15 | 
ео | =2.5, 
Р, = 110,38 == 0,35. 


3. Вероятность того, что информация будет потеряна, равна 


1—2-0,76 + 0,35 
о 0,1. 
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Таким образом, около 11% информации будет потеряно из-за 
того, что электронно-вычислительное устройство не может ее свое- 
временно обработать. 


4.3. Оценка влияния нестационарности на 
вероятностные состояния системы 


В предыдущих параграфах были рассмотрены осо- 
бенности работы смешанных систем массового обслужи- 
вания, в которых накладывались ограничения на время 
пребывания требования в очереди и на ее длину. Для 
установившегося процесса были получены зависимости, 
при помощи которых можно оценить качество обслужи- 
вания этих систем. Однако на практике возможны ситу- 
ации, в которых работа системы длится ограниченное 
время и процесс еще полностью не устанавливается. Пе- 
реходные режимы работы, характерные для работы си- 
стем массового обслуживания в течение относительно 
небольших промежутков времени, изменяют характери- 
стики оценок функционирования систем. Они отличаются 
от тех, которые могут быть получены для стационарных 
условий. Поэтому необходимо проверить, можно ли поль- 
зоваться зависимостями, полученными для условий уста- 
новившегося процесса, а если можно, то каких погрешно- 
стей следует при этом ожидать. 

Рассмотрим влияние нестационарности на вероятно- 
сти состояний системы с ограниченной длиной очереди 
требований. Как отмечалось в $ 4.2, система дифферен- 
циальных уравнений (4.2.1), описывающая все вероят- 
ностные состояния, будет иметь вид: 


Р'ь (д = — 2-9 Рь(0)-2Рь. 004-00) 0Р0 | 
Е< п, 

Р", (0) а лыр, (И-НАР, ӨР, Е 
р) ра Р, (ОАР, ивр 0] 
а 

+1(0) — прРь1(0) 4 АР, 2 (1) ) 
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Решение системы дифференциальных уравнений для 
п-канальной системы связано с громоздкими вычислени- 
ями, поэтому для простоты расчетов приведем решение 
голько для одноканальной системы (п=1), когда в оче- 
реди может находиться не более одной заявки ([=1). 
В этом случае будем иметь следующую систему диффе- 
ренциальных уравнений: 


(0) = — Ар, (2) 4 в; (©, | 
р". (0) = — (0-р) р. (0) 4 Ар, (0 вра), | (4.3.1) 
Юа (0) а ња (7) 4 А, (0). 


Положим, что с некоторого момента времени /=0 
ожидается поступление заявок. Тогда полученную систе- 
му (4.3.1) следует интегрировать при следующих усло- 
ВИЯХ: 


Ро(0) =1, Р.(0) =Р›(0) =0. 


Система дифференциальных уравнений (4.3.1) линей- 
ная с постоянными коэффициентами и ее можно проин- 
тегрировать посредством методов операционного исчис- 
ления. Не останавливаясь на промежуточных выкладках, 
получим следующее решение: 


Р,(0)= а ет! 55 еаї, (4.3.9) 
№, ^(-А-УЛЬ) рр ЛАВИ) ое 
ИЕ п гУХь ет 29 ТАТ н" 
(4.8.3) 
быв л Аа ‚2 АА ИРИНЕ Ё 
Рз та те У е я У еч“, (4.3.4) 


где г= —А—в-Н У, 
д = —А—в— И. 


Для стационарного процесса из формул (4.2.4) — 
‚ (4.2.6) можно получить для одноканальной системы 
с ограничением на длину очереди при /=1 следующие 
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вероятности состояний, которые не зависят от Ёи явля- 
ются постоянными *: 


ИН (4.3.5) 


С Хь 
Руз, (4.3.6) 
ЕЕ ЕЧ (4.3.7) 


1+1 рУ АА 
Сравнивая значения основных параметров функцио- 
нирования системы, полученных для неустановившегося 
и стационарного режимов работы, получим абсолютные 
погрешности: р. 


Мі Р — бе 3Р7 
М РР.) = оет ени, (4.3.8) 
М Ув) МА Ув) 
М = р — р д = ——————————————— СИРНЕ заела Е Ы а ИБИ Ч", 
и , (0 т У Л е 2а Ур. е 
(4.3.9) 
Миа Р Р, (0) ен етт, 
01 1+1 ге 247 27 ИХТ 
(4.3.10) 
Соответственно величины относительных ошибок равны: 
АИ ааа (4.3.11) 
Ро Б 
М, _ № 49) 
АМ, = ра АЕ, (4.3.19) 
АМ, а= сыи, а Јаз а н (4.8.13) 


На рис. 4.3.1 приведены графики вероятностей со- 
стояний одноканальной системы, рассчитанные для А= 
=0,5 и и=0,5 в зависимости от длительности процесса 
обслуживания. Время работы системы выражено в от- 
носительных единицах. За единицу измерения принято 
среднее время обслуживания. Пунктирная линия пока- 


зывает значения вероятностей 'Р?, 'Ре и Рл. В этом 


ы Индекс «с» показывает, что зависимости относятся к усло» 
виям стационарного процесса. 
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примере они получились для стационарного режима 
равными по величине. Как видно из рисунка, вероятно- 
сти Ро(Г) и Р.(Т) (для нестационарного процесса) уже 
при длительности процесса, равной 1,5 обе, приближа-. 
ются к вероятностям, вычисленным по формулам для 
стационарного режима работы системы. Если увеличить 


время работы системы до (2--3) обе, то ошибки от пред- 


ЗН 
зай И ИРОНИИ, ОН. "РЕЦ "я 
0. 0,5 ,0 Бс У 


Собс 


Рис. 4.3.1. Зависимость вероятностей состояний одноканальной систе- 
мы от длительности процесса обслуживания при п=1; ^=0,5; и=0,5. 


положения стационарности процесса станут практически 
незначительными. Таким образом, если производить 
расчеты по формулам, полученным для стационарного 
процесса, то появятся ошибки, которые зависят от вре- 
мени работы системы. В табл. 4.3.1 приведены значения 
абсолютных ошибок, полученные от предположения ста- 
ционарности процесса. Ошибки вычислены по формулам 
(4.3.8) — (4.3.10) и даны в процентах. 

Результаты, приведенные в таблице, показывают, что 
использование формул, справедливых для стационарных 
условий, оправдано только в том случае, когда продол- 
жительность процесса достаточно велика. При малом 
времени работы системы применение этих формул при- 
водит к ошибкам, величина которых увеличивается 
с уменьшением времени. Для рассмотренной однока- 
нальной системы при длительности процесса Т>=4бе 
для а<5 абсолютная ошибка не будет превосходить 
1,32%. При проведении расчетов для такой системы 
можно использовать данные, приведенные в табл. 4.3.1. 
При этом вероятность і-го состояния системы (1=0, 1, 2) 
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Таблица 4.3.1 


Т] обе 
"Гм [ол [ов |1 [ав |е [з |4 
М, 8.96! —6.05| —3,77| =2,39 1,54 |0, 66]|—0, 29 
0,1 М, 8,07 5,94 3, [2 1,90] 1,18| 0,48 0,21 
М, 41 0,90 0,81 0,65 0,49 0,35 | 0, 18| 0,08 
М, —38,21 |—94,96 |—15,52 |—10,01 | —6,59 |—2,91|—1,32 
0,5 М; 18,26 | 10,23 5,51 3,26| 9,04| 0,86 0,39 
М, +1 19,95| 14,73| 10,01 6,75| 4,55| 2,05| 0,93 
М —57,59 |—34,05 |—19,33 |—11,35 | —6,84 |—9,49|—0,992 
1 М, 24,70 7,44 1,66 0,371 0,08 
М, +1 32,891 96,61 17,57| 10,98 6,73| 2,49 0,92 
М |—58,91 |—10,61 | —1,55 | —0,93 | —0,04 
5 М, —13,29 |—10,91 | —1,88 | —0,28| 0,04 


в момент времени { МОЖНО ВЫЧИСЛИТЬ ПО формуле 
с 
12 (2) = Р, — М. 


где А, — вероятность і-го состояния системы, вычисленная 
по формуле (4.3.4) — (4.3.5) при допущении стационар- 
ности процесса; 

М; — величина абсолютной ошибки. 


4.4. Особенности функционирования 
многоканальных систем массового 
обслуживания смешанного типа при 
поступлении потока групповых заявок 


В гл. 2 уже рассматривались особенности функцио- 
нирования систем с отказами при поступлении в них 
потока групповых заявок. Поступление групповых за- 
явок в систему смешанного типа также усложняет ее 
работу и ухудшает пропускную способность. Как и при 
приходе ординарного потока, группы заявок, поступившие 
в систему и заставшие все приборы уже занятыми об- 
служиванием, вынуждены встать в очередь. По мере 
освобождения приборов заявки из групп принимаются 
на обслуживание, но уже случайным образом. Такие 
ситуации возникают, например, при отражении зенитны- 
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ми средствами налета самолетов противника, которые 
появляются в зоне ПВО в виде звеньев, эскадрилий. 
Как уже отмечалось, смешанные системы массового 
обслуживания бывают нескольких видов. К. ним относят- 
ся системы, в которых заявки могут находиться огра- 
ниченное время к»ж. Например, некоторые товары, по- 
ступившие в торговую сеть, могут находиться в ней 
ограниченное время из-за сроков хранения (продукты), 
старения фасонов (одежда, обувь), ухудшения техниче- 
ских характеристик (фотоматериалы, аккумуляторные 
батареи) ит. д. Если с истечением определенных сроков 
эти товары не будут реализованы, то они либо вообще 
изымаются из торговой сети (продукты), либо переоце- 
ниваются (промышленные товары). Другим ограниче- 
нием для смешанных систем, обслуживающих потоки 
групповых заявок, может служить длина очереди. Если 
в очереди находится уже М№ заявок, то поступающая 
группа (или ее часть) покидает систему и считается по- 
терянной. Например, работа электронно-вычислительной 
машины, обрабатывающей некоторую информацию. 
Рассмотрим особенности функционирования смешан- 
ных систем массового обслуживания этих видов. 
Системы с ограничением на время пребывания заявок 
в очереди с постоянным числом заявок в группе. Рас- 
смотрим систему массового обслуживания, которая име- 
ет п приборов. В систему поступает пуассоновский поток 
групп заявок с параметром №. Каждая из этих групп со- 
держит т заявок. Как только эти заявки попадают в си- 
стему, они начинают обслуживаться всеми приборами 
в случайном порядке: Полагаем, что время обслужива- 
ния каждой заявки прибором подчинено показательному 


з ] 
закону с параметром р == == .Время пребывания каж- 
- обс 


дой заявки в системе ограничено. Оно является случай- 


ной величиной и также подчинено показательному зако- 
| 


о 
ож 


ну с параметром === Я 


Введем следующие обозначения: 

ро({) — вероятность того, что в момент времени # все 
приборы свободны; 

рь (+) — вероятность того, что в момент времени 1 за- 
нято обслуживанием А приборов (1<^=< п); 

р»-з(Ё) — вероятность того, что все приборы заняты 
обслуживанием и $ заявок стоит в очереди на обслужи- 
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вание. Для опредгления вероятности состояний системы 
Р,(1) может быть использована следующая система од- 
нородных дифференциальных уравнений: 


р" (0) = — Ар, (2) -ЕьР, (0, \ 
р'к (0) = — (А-В) рь (0) (6-4 1) ррь. (2) 
при О</< т, 

| 


р'® = — 0-60) ) р (2) (8-4-1) врь: (0) + Арһ-һ (д) 


при т =<А<и — 1; 
р (0) = — (0 пв) р (0) А Ара (0) (ив У) Раҹа (0), 
Рп (0) = — (04-784 $9) ра (0) 4 Арпз- т (0) -- 


| 
+ [00 --(8 4 1) У раа (0, | 
(4.4.1) 
при $0. 
Вывод системы дифференциальных уравнений чита- 
тель может найти в работе [19]. 
Рассмотрим стационарное решение, для чего поло- 
жим, что —> со. При этом 


р’ь (Е) —0, а рь(Ё = Ре = сопі. 
В этом случае получим систему алгебраических урав- 
нений: 


(4 т) Р = (т -- 1) Ра, У+- Р, 


| 

(«Ч Р = (6-1) Рь 4 аР 
при А2, 4.4.2) 

| 

) 


о о о о Ы © фо фо ЕҮ ЕО ВЕ ПЕ ПЕ 9 © © о п в 


о о @ 0 © © о © © 0 5 © 5 © © 9 © ФФ о 


(ап - 58) Рао = [0 409-1) 8 Раа + 
4-Р, ;5-т при 1<$, 
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где 


& == А [обс» 


У йовбе 
В == 2-р, 


ўож 


Нормирующее условие запишем в виде 
со 
У Рь=1. (4.4.3) 
2—0 


Решение системы (4.4.2) позволяет получить следу- 
ющие зависимости для определения вероятности Рһ: 


Р, = ьРо (4.4.4) 
где 
А 
П (+1) 
к = при Ё& 3 
Р в—т—]—1 
П «+-) һа Ш С 
Та = 2—6 == и Үз 
і=0 П («+/+ 5) 
$=1 
при т < Е < пи; 
п + 1 ЕЫ—п—1 
Пеа+:-6 Ш 1+1 
=] | [==] _ © == 
и а а т 1": 
п] (п — 18) 


і=1 


п—т—] Е—п—| 


то Ш сиу Ш ел 


[=] 1—1 
6 Ў, п—т—] Е—п Үз 


20 0 («+79 Шо 00) 
1=1 


$=1 
при и. 
0 
При этом принимаем П(х) =1. Значение вероятности 
1 
Р, определится из условия (4.4.3). Вероятность того, что 
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заявка не будет обслужена, равна 


`` Рр п 1— 3 Рь 
Рок 1 — 87—005, (4.4.5) 


Если число заявок в группе больше, чем приборов 
в системе (т>), то значение вероятностей Р, опреде- 
ляется по формуле 


а=] 
П е+») 
т =0 
Р, == п п— 1 - 
П +») Й +» с 
т =1 -- т=0 0,3 
п! п! 5 
Пи 
г =] 
(4.4.6) 


Среднее число приборов, занятых обслуживанием, 
равно 


м. У ге У Р) (4.4.7) 
Р 


2—0 


==] 


Среднее число заявок в группе, которые становятся 
в очередь на обслуживание, равно 


Мо = т (п — М). (4.4.8) 


Коэффициент загруженности системы равен отноше- 
нию числа занятых приборов к их общему числу: 


М. 
Къ= 5%. (4.4.9) 


Пример 1 

Готовые изделия поступают партиями по 3 штуки (т=3) на 
конвейер, который доставляет их в цех на упаковку. Пока изделия 
движутся по конвейеру, они могут быть ззяты на контроль, который 
осуществляется при помощи двух приборов (п=2). Время, в течение 
которого готовые изделия могут быть взяты на контроль, равно 
одной временной единице (ож = 1 ед. времени). Если за это время 
изделие не будет проверено, то оно поступит в иех упаковки без 
контроля. Время, необходимое на контроль одного изделия, величина 
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случайная. Оно зависит от работы контролера и отклонений основ- 
ных параметров изделия от установленных. Пусть время контроля 
распределено по показательному закону со средним значением 
Ёосс=1 ед. времени. Плотность поступления готозых изделий на кон- 
вейер равна двум партиям в единицу времени (^=2 партии в ед. 
времени). | 

Требуется определить при такой организации выборочного кон- 
троля: 

а) средний процент непроверенных изделий; 

б) коэффициент загрузки системы контроля; 

в) среднее число изделий в групле, которые пе попадают сразу 
на контроль; 

г) вероятности занятости приборов контролем готовых изделий. 

Решение | 

1. Определим параметры 


& == Л обе ==: И 


Ёобс 


Е Йож 


== 1, 


Вероятность отказа в контроле готовых изделий определим по 
формуле (4.4.5). Так как т>и, то вероятности состояний следует 
определять по формуле (4.4.6): 


Ро = 150057 —0.33 40135 -60,02 40,00) 019 
о 
580.720 5810. 8700 р) 7% 
238 
о 


Р: = 630 574033 0.13-0,04 0,01) ^= 0,31. 


Отсюда вероятность того, что изделие не будет проверено, равно 


Р аР. 9(1— Р, —– Р, — Р 
Ро РЕЗА А30 олз, 


т. е. около 73% готовой продукции не пройдет контроль. 
3. Коэффициент загрузки приборов определится по формуле 
(4.4.9) 


Р, + 2Р,4- 2(1— Р, — Р, — Р) 


О. 


Мз 
Кз = п. 


т. е. около 209% времени контролизующие пряборы будут простаи- 
вать. 


4. Среднее число изделий в группе, которое не пспадет сразу на 
контроль, определим по формуле (4.4.8) 


Мо=т— (п—Мь) =3—(2—1,6) =2,6 изделия. 
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Это означает, что в среднем 


т — Моч _ 3—2,6 
рава 50,13, 


т. е. около 13% изделий поступает сразу же на контроль, а осталь- 
ные 149будут проверены, пока они движутся з цех упаковки. 
о. Вероятность того, что контролем занят только один прибор, 


равна 
2420,03. 


Вероятность того, что контролем заняты оба пребора одновре- 
менно, равна 


Роди, =Р+ (1—Ро—Р,-—Рз) = 0,59. 


Вероятность того, что оба прибора свободны от контроля, равна 
Ро=0,10. 


Ограничение на время пребывания заявок в системе 
при случайном их числе в группе. Решение этой задачи 
было получено Б. В. Гнеденко [9]. Постановка задачи 
несколько отличается от рассмотренной ранее тем, что 
заявка может находиться в системе не более некоторого 


времени #,ж, для которого 


Р (ок, х) = 1 е7", 


Кроме того, число заявок в группе случайное. В каж- 
дый момент появления группы в системе в ней с веро- 
ятностью а; имеется $ заявок. Для этих условий получе- 
на следующая система дифференциальных уравнений, 
описывающих различные состояния систем массового 
обслуживания: 


р" (И = — Ар, (0) (64 У) р, (0), 
р" (2) = — (4+ 6 -Е АУ) рь (0) -- 


+2 У, ари. (004-1) (040) ры (9 


| 


(4.4.10) 


при | << и, 


Р 
р'к (0) = — Аль У) рь (0) 4А ру 5р, -, (0)4- 


$=1 


ав (64 0) У] рык (0) при #> п. 
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Для стационарных условий получим следующую си- 
стему алгебраических уравнений: 


475 ЭР, = 0, 
ава В Рь--аУ аР. 09 Ра 0 


Бс] 


при 1< <и, (4.4.11) 
А М 

— [4 (и -- 8) Рь--аУ, аьРь-в-- 1840810) Й Ръъ = 0 
сх Е 2 п. 


Вероятность Р, определяется из нормирующего условия 


со 
У; Р, = 1. (4.4.19) 


Вероятность отказа в обслуживании равна отноше- 
нию плотности заявок, покидающих систему, К ПЛОТНО- 
сти поступающего потока заявок 


со со 
у У; ЕРь ву. ЕРь 
=] 2—1 
Г оне 50 == 50 е (4.4.13) 
ху; Ваһ «У вал 
Рр—1 Р— 1 


Вероятность того, что заявка получит отказ до начала 
обслуживания («чистый» отказ), равна 


Р ока = = | (4.4.14) 


Отсюда вероятность того, что заявка покинет систему 
неполностью обслуженной, равна 


Рно= Ротк—Ротк ч. (4.4.15) 
Вероятность ПОЛНОГО обслуживания заявки равна 
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Пример 2 

На информационно-логическую машину по обработке информа- 
ции поступает простейший погок групповых сообщений. Число сооб- 
щений в группе может быть от одного до четырех. Закон распреде- 
ления числа сообщений в группе равномерный, т. е. с вероятностью 
0,25 в группе может быть одно, два, три или четыре сообщения: 

| 01 = 02 = а3=0,= 0,25. 

Плотность поступления групп сообщений равна (А=1) одной 
группе в единицу времени. Машина может одновременно обрабаты- 
вать два сообщения (п=2), а остальные, заставшие оба канала об- 
работки занятыми, становятся в очередь. Машина может в единицу 
времени одним каналом обработать в среднем два сообщения 
(и=2). Информация со временем теряет ценность. Время, в течение 
которого информация считается еще годной для обработки, случай- 
но и имеет показательный закон распределения с параметром у= 1. 

Требуется оценить пропускную способность информационно-логи- 
ческой машины. 

Решение 

Вероятности состояний определим из системы алгебраических 
уравнений (4.4.11): 


Л 
руе 
О А+Ы+у А А 
ы У Зы 


л + 2-2 Л 
Рае в — Р, — ри (а.Р, + аР,) 
И Т. Д. 
После подстановки числовых значений получим: 
Р. =033Р., 
Рә =0]52Р., 


Р, =0),12Ро, 
Рз+2=0,07Р,, 
Р» +з=0,02Ро. 


Отсюда, используя нормирующее условие (4.4.12), получим ве- 
роятность того, что машина свободна от обслуживания: 


| 
Ро= түу 220,6. 


Вероятность того, что машина обрабатызает только одно сооб- 
щение, равна 
Р, 220,33 · 0,6=0,20. 


Вероятность того, что два сообщения обрабатываются одно- 
временно и ни одного нет в очереди, равна 
Р,220),18 · 0,627 0,11. 


Вероятности того, что в очереди ожидает обработки одно, два 
или три сообщения, равны 


Р.-1=0,12 · 0,6 = 0,07; 
Р 2= 0,07 · 0,62 0,04; 
2+3 0,02 . 0,6 =0,01 


Вероятность. того, что информация будет обработана до того, 
как она потеряет вою ценность, найдем по формуле 


в (р, ыу Рел) 


обе 0 05. Петър истот а 


200,24 0,9924 0,14 4- 0,08 4- 0,09) 
25 


т. е. более половины поступающей информации машина сможет 
переработать до того, как она устареет. 

Вероятность того, что информация начнет обрабатываться, но 
обработка не будет закончена до конца из-за ее старения, опреде- 
лим по формуле 


Р 


—.0.56, 


ЕРУ Р, 


Ра угро эру 50,23. 


Вероятность потери информации из очереди будет равна 
Ротк ч=1-—Робе—-Ри о=0,2]. 


Ограничение на длину очереди. На практике, как 
правило, длина очереди ограничивается. Например, па- 
мять (или внешний накопитель) электронно-вычисли- 
тельной машины имеет конечный объем. Другим приме- 
ром может служить бункер или склад, который имеет 
ограниченные объемы для хранения деталей и изделий. 

Рассмотрим систему массового обслуживания, в ко- 
торой в очереди может находиться не более М№ заявок. 
Если очередная заявка, . поступившая в систему, заста- 
нет в очереди уже № заявок, то она теряется. Диффе- 
ренциальные уравнения и конечные зависимости, с по- 
мощью которых определяются вероятности состояний 
системы массового обслуживания, мало чем отличаются 
от полученных ранее в предыдущих разделах. Для си- 
стемы с ограниченным временем ожидания в очереди и 
постоянным числом заявок в группе остаются справед- 
ливыми уравнения (4.4.1) и (4.4.2), но нормирующее 
условие запишется несколько в ином виде: 


п+М 


У Ру (4.4.17) 


Тогда для определения вероятности состояний Рь 
можно использовать зависимости (4.4.4), где величина 
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Ро определяется из условия (4.4.17). Вероятность отка- 
за в этом случае можно определить по формуле (4.4.5), 
но вероятности Рһ следует определять, как отмечалось 
выше, с учетом условия (4.4.17). При рассмотрении за- 
дачи по обслуживанию случайного неординарного пото- 
ка заявок с ограниченным временем пребывания их в си- 
стеме можно воспользоваться результатами, полученны: 
ми выше. При этом надо иметь в виду, что нормирую- 
щее условие будет записано так: 


п+М№ 


У Ри (4.4.18) 
в =0 


При определении вероятности отказа следует иметь 
в виду, что заявка может быть потеряна не только по 
истечении времени пребывания ее в системе, но и в ре- 
зультате того, что в момент поступления ее в очереди 
будет уже М заявок. Тогда вероятность отказа В обслу- 
живании будет равна 


п-- № п+ № со 
5 | 


8 У. Рр + = Э. Рһ У, Я М+5—Ё 
в—=1 в—0 $ 


со 
«У Рав 


6—1 


Рави 


(4.4.19) 


В формуле (4.4.19) вторая сумма числителя опреде 
ляет среднее число заявок, которое не попадет в систему 
из-за того, что в очереди будет уже М заявок. 

Отсюда вероятность отказа из-за полной загружен- 
ности очереди равна 

п--М со 


бз 
У; рУ 5а 4+ № 5—2 


Рот, =" 0 ал (4.4.20) 


Среднее число заявок в очереди определится из за- 


ВИСИМОСТИ 
М 


Мож = У, Раа. (4.4.91) 
к=] 
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Среднее ‘число приборов, занятых обслуживанием, 
равно | 


п М 
№= У Р-п УР, (4.4.22) | 
еә] =] 
Коэффициент загрузки приборов 
Къ = 1%. (4.4.93) 
Коэффициент загрузки накопителя (очереди) 
в, (4.4.24) 


Пример 3 

Рассмотрим использование полученных зависимостей примени- 
тельно к задаче, рассмотренной в примере 2, но считая, что в ма- 
шине имеется накопитель для очереди ограниченной длины. Пусть 
в очереди может находиться не более двух сообщений (№М=2). 

Вероятности состояний системы определим по формулам: 


А 
а, 
Ав у Л 
РЕЗНЯ Р Же аР 
А+ 9р +- 2% л 
аы оар ПРЕ зз (0Р1 + аР), 


А + - Зу А 
Ег тути Р, +1 у (а.Р› +1 %Р, + а,Р,). 


Учитывая нормирующее условие и подставляя численные зна- 
чения параметров, получим: 


Р. =0,33Бь, 

Р, =0,18Рь, 

Рэ+.= 02Р, 

Р +2=0,07Р,, 

откуда 
1 
а = т7= 0,59 

Би Р 0,19 
1 209,17, 

Р, =0,10, 

Р›+1=0,07, 

Р2+2=0,04. 


Вероятность того, что информация будет обработана, опреде- 


лим по формуле 
Б.а № [Р. +2 (Р, + Р.+, + Р )] 
008 == 0,25.^- (1-2 3-4) 


т. е. около 49% информации будет обработано своевременно. Про- 
14° 179 


=> 0,49, 


цент заявок, не попавших в накопитель из-за того, что он был 
полностью занят, получим из равенства 


Ротк н = Р24+2==0,04, 


т. е около 49 информации вообще не попадет в машину из-за 

того, что в накопителе будет не менее двух сообщений. 
Вероятность того, что сообщения, ожидающие в очереди, поте- 

ряют ценность до того, как начнется их обработка в машине, равна 


Ротк ч=1-—Робс—Ротк „-Рн о 22 0,22. 


Следовательно, около 229 информации потеряется из очереди 
еще до того, как начнет обслуживаться. 

Вероятность того, что информация не будет своевременно обра- 
ботана до конца, равна 


у [Р, 202.4 Ра. + Рг+2)] 


Рв = — МЕ 634 1) — 0,25. 


4.5. Одноканальная система с переменным 
временем обслуживания 


В этом параграфе рассмотрены системы массового 
обслуживания смешанного типа, в которых время обслу- 
живания меняется с изменением длины очереди. На 
практике при массовом обслуживании вызовов весьма 
часто возникают ситуации, когда по мере увеличения 
длины очереди или плотности поступающих заявок опе- 
раторы (аппараты, приборы) увеличивают темп работы 
до некоторого допустимого предела. Например, по мере 
увеличения очереди к кассиру или к продавцу они начи- 
нают несколько быстрее работать. При увеличении чи- 
сла заказов в ателье, радиомастерской или комбинате 
бытового обслуживания сроки выполнения заказов на- 
чинают уменьшаться, правда иногда за счет качества. 

Решение одной из подобных задач рассмотрим на 
примере одноканальной системы с ограниченным време- 
нем ожидания в очереди. Решение приведем в виде, 
предложенном В. И. Мудровым [16]. 

Имеется одноканальная система, на которую посту: 
пает простейший поток заявок плотности А. Заявка, по- 
ступив в систему и застав прибор занятым обслужива- 
нием, становится в очередь в том случае, если время 
ожидания начала обслуживания не будет превышать ве- 
личину #. С увеличением длины очереди канал обслужи- 
вания увеличивает темп работы до некоторого предела. 
Положим, что время обслуживания Ѓобс Изменяется по 
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линейному закону в зависимости от времени пребывания 
заявок в очереди 


1обс == Кобс маке — @ ож, 


Где ѓобе макс — максимальное значение времени обслужи- 
вания; 
ож — время пребывания заявок в очереди. 
Заявки не становятся в очередь и покидают систему, 
если им предстоит ожидать начала обслуживания боль- 
ше некоторого времени. Для простоты рассмотрим слу- 
чай, когда 
бе макс 
аа 
а 14-а ° 
что соответствует условию 


і < Ї обе мин — Їобе макс — ар, 


ГДЕ ѓобес мин — Минимально необходимое время для обслу- 
живания. 

Для лучшего представления механизма функциони- 
рования рассмотрим такую ситуацию. Пусть прибор за- 
нят обслуживанием очередной заявки. В конце обслужи- 
вания заявки имеется интервал времени ії (см. 
рис. 4.95.1), когда возможно образование очереди. Если 
в течение этого интервала не поступит ни одной заявки, 


и 
начало Конец ІА 
обслуживания `` обслуживания 


Рис. 4.5.1. Интервал времени #, в котором возможно образование 
очереди. 


то прибор, как только закончит обслуживание, начинает 
простаивать до момента поступления очередной заявки. 
Время обслуживания этой заявки как бы увеличится на 
какую-то величину, равную времени простоя прибора. 


| 
В среднем это время составляет величину <. Пусть за 


время і поступила одна заявка. Тогда на основании 
свойства простейшего потока о независимости течения 
процесса в непересекающихся интервалах времени эта 
заявка будет распределена внутри интервала { с равной 


181 


вероятностью. Среднее время ожидания этой заявки бу- 


і | | 
дет равно 5, а среднее время обслуживания ее составит 


величину, равную 


ГА 
Їобс макс Сч 


В общем случае, если за время { поступит $ заявок, 
то каждая из них распределится внутри интервала # 
с равной вероятностью. Расположенные в порядке воз- 
растания, они образуют вариационный ряд. Распределе- 
ние первого члена вариационного ряда, состоящего из 
$ членов, каждый из которых распределен по закону 
(т), задается формулой 


д (т) = С (9) 1 Р (9) (4.5.1) 
где 


Если распределение случайной величины внутри от- 
резка (0, #) равномерное, то получим 
1 


Г (<) = —» 

Е (х) = —, 1— Е (=) = 
$ Гм 5—1 

а сы ) . 


Среднее время обслуживания заявки, принятой к об- 
служиванию, при равномерном распределении равно 
1 


і — т 
Т р 


0, 0—9 2 (0) = 1 (4.5.9) 
0 
Тогда время обслуживания 


обе == обе маке — а р Ё (4.5.3) 


Найдем среднее значение времени обслуживания. 
При его определении принимается, что в случае отсут- 
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ствия заявок время обслуживания следующей заявки 
увеличивается на время простоя прибора. Тогда, как по- 
казано в [16], среднее время обслуживания будет равно 


= | 1: ей 1 Е 
Ѓобс м == Ёобе мин - 7 ё Бай и 6С Ы" (4.0.4) 


Вероятность того, что заявка будет принята к обслу- 
живанию, определится из отношения среднего темпа об- 


| 
служивания =-— и среднего темпа поступления за- 
00с п 
явок Л 
| 
риает еее астаи. 49.9 
№обс мин 4-е 4 а (1 — е^) ( ) 


Рава == 


Средняя вероятность отказа в обслуживании равна 


| 


Л 106. мин +- е4 а (1 яне 6—0) | 
(4.5.6) 


Среднее время обслуживания одной заявки меняет- 
ся в зависимости от плотности поступления заявок в пре- 
делах от Тобс макс ДО Ёобс мин. Минимальные возможности 
системы могут быть определены из условия, что время 
обслуживания равно К бс макс, а простоев нет. Аналогич- 
но максимальные возможности будут определяться при 
Ѓобс мин И Отсутствии простоев в ожидании очередных за- 
явок. В силу предположения потока заявок простейшим, 
прибор часть времени будет простаивать. Это учитыва- 
ется при определении‘ обесп как добавочное время 
К ѓобс макс В формуле (4.5.4). 

На основании этого можно определить минимально 
и максимально возможные коэффициенты простоя при- 
бора, которые будут характеризовать влияние случайно- 
го появления заявок на возможности системы по обслу- 
живанию: 


Ротк = 1 — Робе = 1 — 


Їобс макс 
макс Ре ( ) 
= [обе мин 
Чиа обе ° 


Рассмотрим частный случай системы с отказами, т. е. 


1=0, при Ёобс макс = обе мит, Когда время обслуживания 
не изменяется в зависимости от плотности потока. Тог- 
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да среднее время обслуживания с учетом времени про-. 
стоя, приходящегося в среднем на одну заявку, будет 
равно 


. 
Гобеп == ([о6еА Е 1} 9» 


где[ ] обозначают целую часть числа. 

На следующем примере рассмотрим возможность ис- 
пользования полученных зависимостей для системы с пе- 
ременным временем обслуживания и ограничением на 
время ожидания в очереди. 


Пример 1 

В мастерскую приходят клиенты с требованием срочного ре- 
монта обуви в присутствии заказчика. Его выполняет один мастер, 
тратя в среднем на ремонт одной пары обуви [о6с макве=20 мин. 
Если образуется очередь, то в помощь мастеру даются ученики, 
в результате чего производительность увеличивается, а среднее 
минимальное время может стать ѓобс мин=10 мин. Клиент остается 
в мастерской в том случае, если время ожидания в среднем не 
превышает #=10 мин. 

Оценить пропускную способность масгера по ремонту обуви, 
если в среднем поток запросов на такой ремонт составляет №= 
=6 клиентов в час. 


Решение 
Определяем параметр 2: 


Їобе макс — Ѓобе мин 
а], 
і 

Вероятность того, что клиент будет обслужен с учетом ожида- 
ния начала обслуживания не более 0,16 час, определим по форму- 
ле (4.5.5) 

| 
Раве р ны0,9, 
обе — 0те 10е) 0 


Таким образом, половина клиентов, у которых возникла необ- 
ходимость в срочном ремонте обуви, будет удозлетворена. Если бы 
мастерская не могла в случае необходимости подключить в по- 
мощь мастеру учеников, то вероягность отказа в обслуживании 
можно получить по формуле (4.1.4) для одноканальной системы 
с ограниченным временем ожидания. 

Определим параметры: 


1 
=], 
В Ѓобс макс 
Л 
о == —— == 2, 
№ 
в = Їобс м 19: 
Тогда по табл. 6 приложения 5 для п= 1, а=2 и В=2 получим 
Ротк = 0,60 
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Вероятность того, что клиент будет обслужен, равна 
Рове=1—0,60=0,40. 


Таким образом, только 40% всех клиентов, нуждающихся 
в среднем ремонте, будет удовлетворено. Это на 10% меньше, чем 
в первом случае, когда в мастерской имеется возможность увели- 
чить производительность ремонта за счет оказания помощи со сто- 
роны учеников. Среднее время, которое мастер затрачивает на ре- 
монт обуви и ожидание клиентов, в первом случае составляет 


0,38, 1 
Кобе п = 0,16 4- Елиа" — 0,38) =, 39 час. 


Следовательно, несмотря на то, что мастер может при макси- 
мальном темпе работы сократить время ремонта одной пары обуви 
до 0,16 час, среднее время, которое приходится на одну отремон- 
тированную пару обуви, составляет 0,33 час. Это происходит за 
счет того, что часть времени мастер простанвает Из-за ожидания 
клиентов. 


Пример 2 

Противоздушная оборона некоторого объекта обеспечивается 
одной зенитной установкой, у которой время на подготовку к об- 
стрелу обнаруженного самолета равно модг=1 мин. Пусть вероят- 
ность поражения самолета за стрельбу практически равна 1. Если 
обстрел самолета производится на дальней границе зоны пораже- 
ния, то по самолету будет выпущено больше снарядов и время 
обстрела будет равно макс =1 мин. При обстреле самолета на 
ближней границе зоны поражения время обстрела составит мин = 
—=0,2 мин. Противник совершает налет на объект со средней плот- 
ностью А=1 самолет в минуту. Время пребывания самолетов про- 
тивника в зоне стрельбы равно {= мин. Требуется определить 
среднюю вероятность поражения самолетов противника. 


Решение | 

Определим максимальное и минимальное время, необходимое 
зенитному средству на обстрел самолетов противника. Максималь- 
ное время обстрела будет в случае начала стрельбы при нахож- 
дении самолетов на дальней границе зоны стрельбы 

1 обс мяне ол наве 1412 мин. 

Минимальное время обстрела равно при обстреле самолета на 

ближней границе зоны стрельбы 


Їобе мин = Ѓподг -Їмин = ] +0,2=1,2 мин. 


Определим параметр а: 


2—1,2 
а = р = 0,8. 


По формуле (4.5.5) определим вероятность поражения самолетов 


противника 


1 
Габе = 5 = 0,50. 


1,2 + 0,38 { 0,8.0,6 
185 


Таким образом, около 50% самолетов противника будет унич- 
гожено средством ПВО объекта. Если бы зенитное средство 06б- 
стреливало самолеты противника либо на дальней границе зоны 
стрельбы, либо на ближней, то время ожидания самслетом начала 
обстрела было бы равно #=0. Тогда вероягность поражения само- 
летов противника для любого из этих случаев можно определить 
по формуле Эрланга при й=1: 

— при обстреле самолетов на дальней грачице зоны стрельбы 


] 1 


рете о 


Р 0,33; 


— при обстреле самолетов только на ближней границе зоны 
стрельбы 


| 
Ров Г Ассман ЕГО 0945: 


Из примера видно, что маневрирование огнем по зоне пораже- 
ния дает преимущества в первом случае на 17%, а во втором на 
5%, а в среднем на 11%. 


4.6. Система массового обслуживания, 
состоящая из приборов разной 
производительности 


В главе, посвященной системам массового обслужи- 
вания с отказами, уже рассматривались особенности 
функционирования для тех случаев, когда системы состо- 
яли из приборов разной производительности. И в сме- 
шанных системах довольно часто могут встретиться слу- 
чаи, когда приборы имеют различную производитель- 
ность. Примером может служить парикмахерская, где 
обслуживание клиентов производится несколькими ма- 
стерами. Каждый мастер имеет различную квалифика- 
цию, опыт работы, поэтому производительность их раз- 
лична. Другим примером может служить работа вычис- 
лительного центра по обслуживанию организаций вычис- 
лительными работами. Как правило, крупный вычисли- 
тельный центр имеет несколько разнотипных электрон- 
но-вычислительных машин с различным быстродействи- 
ем и памятью. Для оценки функционирования подобных 
систем рассмотрим работу системы массового обслужи- 
вания с ограниченным временем ожидания заявок в оче- 
реди. Пусть в систему массового обслуживания, состоя- 
щую из п приборов разной производительности, посту- 
пает простейший поток заявок с плотностью А. Время 
обслуживания одной заявки для каждого прибора явля- 
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ется величиной случайной с показательным законом рас- 
пределения. Законы распределения времени обслужива- 
ния приборов характеризуются параметром рь, где і— 
номер прибора (1=1, 2, ..., п). Каждая заявка, прибыв- 
шая в систему, остается в ней и начинает обслуживать- 
ся немедленно, если только имеется хотя бы один сво- 
бодный прибор. Если все приборы заняты, то заявка 
становится в очередь, но может находиться в ней не 60- 
лее некоторого времени Т. Если за это время она не 
будет принята на обслуживание, то получает отказ. 
Каждый вновь освободившийся прибор в ходе рабо- 
ты системы начинает обслуживать любую заявку из 
очереди с вероятностью, равной 
1 

| рл" 
где | — число заявок в системе. 

Вероятности состояний системы описываются диффе- 
реернальными уравнениями, вывод которых приводится 
в [29]: 


р’ = Аро -- У ра (в, , 


і =] 


р'3 (Е... „Юй = — 1 Ув, р: (Е.,..., 
г == 


Л 
Р}, р п} +1 У рј-1 (Е, «+9 №3, ГА )+- 
рО р 


Е >. Руа (1, 1.6 6, 0) р, Н (4.6.1) 
| при ј <и, 
р (0) =— {А+ Увы, А С (7, 0 |300) +- 


=] 
=? Ув, Сана (Т, 2) | Ру. (0) + Арз. (6) 
і 
Ј 


при |= п. 


Переходя к пределу при {—>›со, получим следую- 
щую систему алгебраических уравнений: 
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— АР, У; Р, (4) р = 0, 


Еі. 


Л 
Чет) Ро + 
т; 1 (4.6.2) 


+ У, РИ ы а Ра №) р, == 0 при ј<п, 


у 


і =] 


[+ у 0.0) Ру |+ 


ъол) Р,.,--АР;_; == 0) при ј 22и. 


Значение вероятностей С, (Т), как показано в работе 
А. А. Шахбазова [29], равно 


п т р = © 
=] 
Отсюда решение системы (4.6.2) дает следующую за- 
висимость для определения вероятности того, что в си- 
стеме массового обслуживания находится | заявок: 


ыы || ЕРЕ ежет у . 
рии, н тга. при ј <и, (4.6.4а) 
Рр; | 

С 
п! Ап 5 
= 


—е ) при ј >л, (4.6.46) 
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где У; — суммирование распространяется по всем сочета- 
104 
НИЯМ. 
Значения вероятности Ро определим из нормирующе- 


го условия 


У Ре, (4.6.0) 
ј =0 | 
Тогда 
Е 1 п 
Ру = п СК 
Рр; бд 
Ш] Ап ы 
ГЕ 
а а 
х У А 
Сај 
со п ]—п в < рр 
Бр, \т-} Е. Д 
ЕЛ У (У х— (1 - а | (4.6.6) 
АПТ ті В] 
В частном случае при р, = р (1=1,2,...,п) получаем 
известную формулу Баррера 
Се) 
Ре Р, при ј«<и 
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Пример 

В вычислительный центр поступают заказы на проведение 
метеорологических расчетов. Так как прогноз погоды имеет смысл 
производить по свежим метеоданным, поступающая информация 
со временем стареет. Пусть по этой причине получаемая информа- 
ция сохраняет определенную достоверность в тгчение Т=10 час. 
Плотность поступления заказов на проведение расчетов составляет 
№=2 заказа в час. Вычислительный центр для проведения этих 
работ может использовать электронно-вычислительные машины 
«Урал-1» и БЭСМ-2М. Время расчета на машине «Урал-1» одной 
задачи в среднем равно 5 час, а на БЭСМ-2М — 1 час. Учитывая, 
что при работе машин происходят сбои, воемя проведения этих 
расчетов ‘будет колебаться в некоторых поеделах. Для простоты 
положим, что это время имеет показательный закон распределения. 
Требуется оценить работу вычислительного центра по проведению 
расчетов, необходимых для прогноза погоды. 


Решение 
Определяем параметры для машины «Урал-1» 
| 


у = 5 = 0,2, 
для БЭСМ-2М 
| 
пот — 1. 


По формуле (4.6.6) определяем вероятность того, чта обе ма- 
шины свободны от проведения расчетов: 


| 0,2.1 0,2 | 
о ПЕНИИ. ЯНЕНЮК к авн раб ен ЦЬ. И 
2—4 


10 
=>. 2 
+( =) (1-е І )+( ыы ух 


10 


—“ 0,240 5 (0,2 +1) 
х(1- ) (1 )+ 
0,2-1 0\2 47 0,2+1) 
+(222— | ) (1 )х 


— 5 0,2 +1) — 5 (0,2 + 1) 
х(1-• ) 1 —е )+..=21, 


откуда 


Таким образом, около 5% всего времени машины бу- 
дут свободны от расчетов. 
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Вероятность того, что одна из машин будет занята 
расчетом, а другая свободна, определим по формуле 
(4.6.4) при |< и 

Б а Е р 080, 
ом А 
М? 


что составляет около 30% времени. 

Вероятность того, что обе машины будут работать 
одновременно и не поступило новых данных для прове- 
дения расчетов, будет равна 


Р 
Р, = ——*— ғә 0),90. 
Курб 
27—92 


Нужно определить вероятность того, что поступив- 
шие данные для расчетов не будут сразу же использова- 
ны. Это возможно в том случае, когда обе машины за- 
гружены расчетами 


ате 1—Р—Ру= 0,65. 


Следовательно, две трети поступающей информации 
будет некоторое время ожидать начала обработки. 


5 


УЧЕТ НАДЕЖНОСТИ РАБОТЫ 
ОБСЛУЖИВАЮЩИХ ПРИБОРОВ 


Развитие современной техники сделало весьма акту- 
альной проблему надежности. Поэтому, рассматривая 
функционирование различных систем массового обслу- 
живания, нельзя обойти вопрос об учете возможности 
выхода из строя в процессе работы обслуживающих 
приборов. Как известно, время выхода из строя аппа- 
ратуры (появление отказов) или время работы ее меж- 
ду отказами представляет собой случайные величины. 
Это объясняется различными изменениями условий экс- 
плуатации (нестабильностью питания, изменением па- 
раметров элементов и др.), технологического процесса 
работы аппаратуры и т. д. Так как отказы в аппаратуре 
устраняются в течение определенного промежутка вре- 
мени (стационарный режим), то они образуют поток. 
Анализ потоков отказов сложной аппаратуры показы- 
вает, что они обладают свойствами стационарности 
(в течение большого промежутка времени) и орди- 
нарности. Сложнее обстоит дело со свойством отсут- 
ствия последействия. Однако можно сделать вывод 
[28], что если все элементы сложной аппаратуры рабо- 
тают одновременно, то их отказы имеют мгновенный ха- 
рактер появления. Отказ любого элемента ведет к отка- 
зу в работе всей системы, старение элементов не проис- 
ходит и процесс эксплуатации стабилизирован. Для та- 
ких систем поток отказов можно считать простейшим. 

В этой главе рассмотрены особенности функциониро- 
вания систем массового обслуживания, которые в процес- 
се эксплуатации могут выходить из строя, при этом 
предполагается, что поток отказов является простейшим 
с некоторой плотностью 9. Примеров подобных систем 
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можно привести много: работа автоматических телефон- 
ных станций, сложной контрольно-измерительной аппа- 
ратуры, электронно-вычислительных машин, аппаратов 
военного назначения и т. д. При рассмотрении функцио- 
нирования подобных систем массового обслуживания 
возможны различные ситуации, которые имеют много 
аналогов на практике. В связи с этим можно предло- 
жить большое число задач, в которых необходимо учи- 
тывать возможность выхода из рабочего состояния аппа- 
ратуры обслуживания. В этих системах в одних случаях 
заявки вынуждены ожидать обслуживания безгранично 
долго, а в других поступившая заявка покидает систему, 
если прибор не может начать ее обслуживание немед- 
ленно. Возможны случаи, когда время пребывания за- 
явки в системе или в очереди не превосходит некоторой 
величины {. 

Особенности функционирования могут проявляться и 
в том, что обслуживающий прибор в одних случаях вы- 
ходит из строя только во время работы, в других воз- 
можно появление неисправности как в период обслужи- 
вания, так и в нерабочем состоянии. При организации 
работы предприятия, на котором имеется ряд однотипных 
аппаратов, возникает вопрос о целесообразном объеме 
запасных агрегатов или деталей, о необходимом числе 
ремонтных бригад (мастеров) и т. д. С учетом надеж- 
ности работы приборов связаны также задачи по оценке 
вероятности выполнения прибором той или иной произ- 
водственной задачи, если для повышения производитель- 
ности оборудования применяются различные схемы ре- 
зервирования. 

Из сказанного видно, что круг задач массового об- 
служивания, где необходимо учитывать возможность вы- 
хода приборов из строя и их восстановления, довольно 
широк. Естественно, что дать решение всех возможных 
вариантов задач не представляется возможным, поэтому 
в дальнейшем будут рассмотрены некоторые типовые за- 
дачи. Материал главы даст возможность читателю пред- 
ставить себе методологию решения задач массового об- 
служивания с учетом надежности обслуживающих при- 
боров и определить область возможных практических 
применений предлагаемого математического аппарата. 
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5.1. Система ненадежных приборов с отказами 


Пусть имеется система массового обслуживания сот- 
казами. Но в отличие от ранее рассмотренных случаев 
(см. гл. 2) здесь каждая вновь поступившая в систему 
заявка теряется не только тогда, когда все приборы уже 
заняты обслуживанием, но и тогда когда часть прибо- 
ров занята обслуживанием, а остальные находятся в со- 
стоянии ремонта. При этом предполагается, что выход 
прибора из строя одинаково возможен как в период ра- 
боты, так и когда он не обслуживает заявку. Предполо- 
жим, что система обслуживания состоит из п приборов 
одного и того же типа. Для приведения в порядок этих 
приборов, когда они сами требуют обслуживания, име- 
ется бригада из м рабочих. Каждый прибор обслужи- 
вается одним рабочим. Приборы системы массового об- 
служивания являются изделиями многократного дейст- 
вия, поэтому происходят отказы в их работе. Так как 
потом эти приборы вновь восстанавливаются обслужи- 
вающим персоналом, то наблюдается поток отказов, ко- 
торый обладает, как правило, свойствами ординарности 
и отсутствием последействия и стационарности. Поэтому 
можно полагать, что поток отказов является простейшим 
с параметром 4. Время, необходимое на приведение 
прибора в порядок, распределено по показательному за- 
кону с параметром ү. 

В свою очередь, на приборы для обслуживания по- 
ступает простейший поток заявок с параметром А. Врвё- 
мя обслуживания заявки случайное с показательным за- 
коном распределения и параметром џ. Если заявка по- 
падет в систему тогда, когда приборы заняты обслужи- 
ванием или находятся в нерабочем состоянии, то она те- 
ряется. В случае, если прибор вышел из строя в тот мо- 
мент, когда он был занят обслуживанием, обслуживае- 
мая им заявка также теряется, даже если имелись дру- 
гие свободные исправные приборы. 

Введем следующие обозначения: рһ(/) — вероятность 
того, что в момент времени і обслуживанием заявок за- 
няты № приборов; ль (1) — вероятность того, что е прибо- 
ров в момент времени і находятся в нерабочем состоя- 
НИИ. 

Дифференциальные уравнения для определения веро- 
ятностей ль были получены в [8] и имеют вид: 
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к’, (1) = — ид, (1) Е үт, (1), | 

т (1) = — (п — К) 9 | ть (0) -- | 
(2—61) дт.) тта (0), | 
при 1 <К< т, | 

п (= — и — 99-Е ть (0) -Ь | 

Е (п^--1) дт, (0) 4 түт +: (0) при, Нк. И» | 


мых. — 


п (0) ты 9,0 о) 


Вывод дифференциальных уравнений для определе- 
ния вероятностей рь(1) читатель может найти в [8], мы 
приведем их только в окончательном виде: 


Ро = — Ар, (0) [1 — т, (01-4 (9-Е в) р, (0), 
р Вии У (9-Е в)] ры 
Ар, ў №) ‚ Пт) (2) 4- (8-4-1) (94 в) рь. (0) 
е при 1 << и, 
р'„ (0) = — п (9 Ав) рп (0) 4 Ат, (© рь. (2). 


(5.1.9) 


Упр евльшо «аљалишио наат о ий 


Полагая, что существуют пределы 


ть == т ть (2), 


[-›со 


Р, = т ри (#), 
ї со 


получим для стационарных условий систему алгебраи- 
ческих уравнений, описывающих вероятности ль и Р. 
Для определения вероятностей ль 


— п97,-|- 0 
— [(и — 6) 9 4 0] тъ -Н (и 64-1) дт. 4 
4 (А4 1) уть, = 0 при 1502 < м, 
— (и — 6) 9 4 т т 4 (п 4-1) дт, 4 
| -- тук, =0 при т< < п, 
— тута -- фть == 0. 
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(5.1.3) 


Ма чадрииияо «илашиышы сить, стиль чанат гиишилииию ае 


Для вероятностей Рь 


— АР,(1— т) - (94-0) Р, = 0, 
— [# (1 — т.а) Е (9 -- №] Рь-- 


| 
(84-1) (94) Ра. | (5.1.4) 
п— Ё 
А Э Ра ==0. при Тее п, | 
]=0 | ) 
п (44-0) Ра 2Р0. 
Нормирующие условия при этом имеют вид 
р Тр = | (5.1.5) 
д 
и 
о Рь==1, (9.1.6) 
0 


Решение системы (5.1.3) совместно с уравнением 
(5.1.5) даст следующие зависимости для вероятно- 
стей ла: | 


п! В | 
ИГ Са п, при 1<ё<т (5.1.7) 


п! 


Ф А з 
п а г (1) т, при т< <и. (5.1.8) 


Значение ло определится из нормирующего условия 
(5.1.5). Последовательное решение системы (5.1.4) со- 
вместно с условием (5.1.6) даст значения вероятно- 
стей Рһ. 

1. Вероятность того, что заявка не попала в систему 
(так как либо приборы заняты обслуживанием, либо не- 
исправны), равна 


Рав у Рпи_з. | (5.1.9) 


2. Вероятность того, что заявка, обслуживание кото- 
рой не было закончено до того, как прибор вышел из 


196 


строя, покинет систему неполностью обслуженной, равна 


п 
9 Уер, 


Рао ——. (5.1.10). 


Отсюда общая вероятность отказа в обслуживании за- 
явок системой равна | 
Рази БЕ Гу О —- а ё === 


= Ур. р. (5.1.11) 


3. Вероятность того, что заявка будет обслужена, 
равна 
А 
обы == | — Рок. (9.1.12) 
4. Математическое ожидание числа занятых прибо- 
ров определится из зависимости 


п 
М.=\У АР». ` (5.1.13) 
РЕ 
К=1 
5. Среднее число приборов, которые находятся в не- 
рабочем состоянии, равно 


п 
М, = \ ѕт,. (5.1.14) 
бияты 
= 
Отсюда среднее число исправных приборов, не заня- 
тых обслуживанием, определится из формулы 
М ==п — М. — М,. (5.1.15) 
6. Коэффициент простоя свободных приборов из-за 
того, что они свободны от обслуживания, равен 


Кис ==. (5.1.16) 


п 


7. Коэффициент занятости приборов системы опре- 
делится как отношение среднего числа занятых обслужи- 
ванием приборов к общему числу 

у. 
К = —5 (5.1.17) 


п 


9. Коэффициент надежности обслуживающей систе- 
мы, который показывает среднюю долю неисправных 
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приборов, равен 


Е (5.1.18) 


В частном случае при п=1 и т=1, т. е. для однока- 
нальной системы, получим довольно простые выражения 
для определения величин Ро, Ру, лои 71: 


о т 
То — ау’ п: — а-+\ | (5.1.19) 
И 
=, (5.1.20) 
а+ь + ат 
__ № 
Р: = (тит -й рен 


9. Вероятность того, что прибор либо занят обслу- 
живанием, либо неисправен, равна 


_ = 21 _ 
Рик ау 
И _ СНИМЕН (5.1.29) 
(9+ ю) (9 АҮ) АҮ 


Пример 

На одноканальный коммутатор п=1 посгупают заявки на те- 
лефонные разговоры с абонентами с плотностью №= 0,5 заявок 
в минуту. Пусть среднее время ведения одного разговора равно 
Тобс=® мин. Коммутатор может время от времени выходить из 
строя. Опыт работы показал, что среднее время наработки на один 
отказ для коммутатора равно =! 000 мин. Время, необходимое 
для устранения неисправности, случайное и » среднем равно 
Твос=100 мин. Если заявка на разговор ‘поступит в тот момент, 
когда коммутатор занят или неисправен, то заявка теряется. Для 
ремонта коммутатора имеется один операгор (11==1). Требуется 
определить основные характеристики Фунхционирования коммута- 
тора. 


Решение 
Определяем параметры 


9 == Ян 1 000 == 0,001, 
| | 
а Йобс — 2 =, 
| 1 
вы В вос | 
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По формуле (5.1.22) определяем вероятность того, что поступив- 
шая заявка на ведение разговора не будет удовлетвсрена: 


в 0,001 0,5.0,01 Р 
но 0,011 ' (0,001 - 0,5) (0,001 0,01) = 0,5:0,01 5° 


Таким образом, с вероятностью 0,59 разговор не состоится 
из-за того, что коммутатор либо занят, либо неисправен. При этом 
вероятность того, что коммутатор неиспразен, равна первому сла- 
гаемому, т. е. 0,09, а вероятность того, чго коммутатор занят 
обслуживанием одного из предшествующих разговоров, равна второ- 
му слагаемому, т. е. 0,5. Из этого видно, что коммутатор явно пе- 
регружен и для повышения его пропускной способности необходи- 
мо увеличить число каналов. Так как коммугагор может выходить 
из строя и во время обслуживания разговота, то некоторая часть 
разговоров будет прервана до их полного окончания. Определим 
процент неоконченных разговоров из-за выхода коммутатора из 
строя. Для этого воспользуемся формулой (5.1.10), полученной при- 
менительно к одноканальной системе, т. е. при и= 1: 


Таким образом, только 0,1% разговоров будет не закончено до 
конца из-за выхода коммутатора из строя. 


5.2. Пропускные способности систем 
с запасными частями (блоками) на случай 
выхода из строя приборов 


Как только машина новой конструкции поступает 
в эксплуатацию, всегда возникает вопрос об определе- 
нии необходимого количества запасных частей. Недоста- 
ток их вызывает вынужденные простои машин из-за не- 
возможности быстрой ликвидации неисправности. С дру- 
гой стороны, завышение необходимого количества запас- 
ных частей приводит к замораживанию капитала и по- 
этому не может быть экономически оправдано. Все это 
требует серьезного экономического подхода при обосно- 
вании необходимого количества запасных частей. 

При определении количества запасных частей надо 
учитывать статистику выхода из строя машины в про- 
цессе ее эксплуатации, уровень подготовки обслуживаю- 
щего технического персонала, возможности по восста- 
новлению вышедших из строя деталей, узлов, блоков 
И Т. д. И, конечно, экономические показатели. 

Рассмотрим две задачи. В первой задаче делается 
попытка показать метод обоснования необходимого ко- 
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личества запасных частей для машины, состоящей из 
большого числа одинаковых блоков. Примерами подоб- 
ных машин могут служить аналоговые электронные, ци- 
фровые электронно-вычислительные машины и др. 

Во второй задаче рассматривается зависимость чис- 
ла запасных агрегатов от группы работающих машин, 
а также количества ремонтных органов, обслуживающих 
их. Примером может служить дублирование автомати- 
ческих линий связи и др. 

Обслуживающий аппарат состоит из 71 однотипных 
блоков. Рассмотрим постановку первой задачи. Пусть 
имеется некоторая непрерывно работающая машина, со- 
стоящая из т одинаковых блоков. В процессе ее рабо- 
ты определенные блоки могут выходить случайным об- 
разом из строя. Время наработки на один отказ примем 
распределенным по показательному закону с парамет- 


1 
ром №А= = Для замены неисправных блоков имеется п 
н 


запасных. Как только блок выходит из строя, его сразу 
заменяют запасным, если имеется исправный. Блок, ко- 
торый был заменен из-за неисправности, поступает в ре- 
монт. Машину обслуживают с операторов, которые мо- 
гут восстанавливать неисправные блоки. Время восста- 
новления каждого блока случайно, так как оно опреде- 
ляется характером полученного повреждения. Однако на 
ремонт каждого блока в среднем оператором тратится 
время ѓосе. Примем, что время восстановления распре- 
делено по показательному закону с параметром 


1 


Ѓобс 


№ == 


Восстановленные блоки вновь идут на пополнение ре- 
зервных. 


Требуется рассмотреть особенности функционирова- 
ния подобной машины. Введем следующие обозначения: 

ро(Ё) — вероятность того, что в момент ? все блоки 
находятся в исправном состоянии и машина работает; 

рһ({) — вероятность того, что в момент 1 имеется Е 
неисправных блоков; 

рпі ({) — вероятность того, что машина не может ра- 
ботать из-за отсутствия исправных блоков для замены 
вновь вышедшего. 
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Вероятности возможных состояний системы описы- 
ваются следующей системой дифференциальных уравне- 
ний [22] 


Ро (В = — Ар, (1) = р, (1) 
ра (В = — (А-В) рь (9-Е рь- (9-Е 
(84 1) рро (0) при О << с, 

р (0) = — (2-Е св) рь (0) рь: (0) 
-сьрһз (В при с=8< п-- 1, 
Ю'п+л (2) = Ст +1 (2) г Ар, (2) 

Если обозначать а = А и учесть нормирующее усло- 

вие 


(5.2.1) 


1 Ме чаев еталаантача ччатитынин» чаты, еныла деколь СИЕ ЧЫР 


п+ 1 


у, ==, 


В=0 


то получим для стационарных условий следующие решения. 
1. Вероятность того, что ё блоков машины находятся 
в ремонте: 


Р, = 52. Р, пра Е=с, (5.2.2) 
Р, ( — ) “5 с г Р, при с=п -- 1. 


2. Вероятность того, что все и запасных блоков нахо- 
дятся в исправном состоянии: 


пс 4-1 


| м и | 


(= ү (5.9.3) 


3. Машина не будет работать в том случае, если 
п+1 блок выйдет из строя. Вероятность этого состояния 
определяется формулой (5.2.2) при =й +1, т. е. 


Ф Ги оС 
Кт 2“ 


Г (5.9.4) 
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4. Среднее число блоков, находящихся в ремонте при 
бесперебойной работе машины, определится из зависи- 
мости 


№, = У! ЕР,. (5.2.5) 


2—1 
5. Среднее число занятых ремонтом операторов 
п-| 


№=У Рс У Р (5.2.6) 
А = 


А=с+1 


6. Коэффициент загрузки операторов равен 


о (5.9.7) 


С 


7. Среднее число блоков, ожидающих ремонта 


п-1 
№ = У (@#—@Рь. (5.2.8) 


е=с+1 


Для определения экономически целесообразного ко- 
личества запасных блоков и числа операторов, произ- 
водящих их ремонт, предлагается воспользоваться сле- 
дующей формулой, по которой среди всех вариантов 
надо выбрать такой, который обеспечивает минимум по- 
терь при эксплуатации машины: 


па С, = пСа 4 (Сон А СР) Та (5.9.9) 


где Сзап — стоимость запасных блоков (частей); 
Сир — стоимость одной единицы времени простоя 
машины; 
Сон — стоимость содержания одного оператора 
в единицу времени; 
Га — среднее время амортизации запасного блока 
(части). 
Если число операторов вполне определенное (т. е. за- 
дано), то оптимальное число запасных деталей, обеспе- 
чивающее минимум потерь, возникающих из-за простоя 
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Машины и затрат на запасные блоки (детали), можно 
определить по формуле 


тіп С =— пСзан Е С прРотк 1а 


Пример 1 | 

Электронно-вычислительная машина состоит из 500 однотип- 
ных блоков, каждый из ‘которых имеет надежность фаботы, харак- 
теризуемую средней паработкой на один отказ, равной 500 час/от- 
каз. Время выхода каждого блока из строя случайное. Примем, 
что оно имеет показательное распределение. Вышедший из строя 
блок поступает в ремонт. Время ремонта является случайной ве- 
личиной и зависит от ряда факторов: характера неисправности, 
квалификации оператора, наличия инструмента и ремонтного мат 
териала и др. Положим, что время ремонта имеет показательное 
распределение с параметром |џ=1. Ремонт производят два операто- 
ра. Как только блок выйдет из строя, машина останавливается и 
не работает до тех пор, пога не будет либо устранена неисправ- 
ность, либо ‘поставлен исправный блок, причем на замену блока 
времени затрачивается мало и его можно практически считать рав- 
ным нулю. Очевидно, для того чтобы машина работала без оста- 
новок, необходимо иметь запасные блоки, которыми можно было 
бы сразу заменять вышедшие из строя блоки. Однако запасные бло- 
ки обхолятся довольно дорого, поэтому иметь их мнего неэконо- 
мично. Необходимо определить число запасных блоков, если стои- 
мость одного блока Сзавп=100 ед. стоимости. Стоимость одного 
часа простоя машины равна Спр=0,7 ед. стоимости. 


Решение 

Определим плотность потока выхода из строя блоков. Так как 
время выхода каждого из них имеет показательный закон распре- 
деления, то и суммарный поток неисправных блоков будет иметь 
показательное распределение. Параметр его будет равен 


м | 
А = У А, 
1=1 
где № — число блоков; 


№; — плотность выхода из строя і-го блока. 
Учитывая, что средняя плотность Л: выхова из строя каждого 


блока одинаковая, получим 
№= А4. 


Плотность выхода из строя одного блока будет равна 
№ 
* 500` 
Тогда общая средняя плотность 
1 
А = 500 506 = Я 


Отсюда параметр о равен 
0 — ЛРобс =]. 
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Стоимость затрат, которые получаются в результате эксплуа- 
тации машины, определятся по формуле 


С === ПСзап -|- СтрРоткГа. 


Примем, что Та = 5000 час. 

Оптимальное число запасных частей будет пои минимуме Со. 
Найдем Ротк для различного числа запасных блоков. Результаты 
расчетов представлены в табл. 5.2.1. 


Таблица 5.2.1 Таблица 5.29.2 
п 9 а 4 п 2 3 4 
Ротк 0,091 10,043 | 0,021 Са 518,5 450,:| 473,5 


Найдем стоимость затрат. Результаты расчетов сведены в 
табл, 5.2.4. 

Как видно из данных табл. 5.2.2, наиболее рациональный запас 
для обслуживания машины равен трем блокам. При этом среднее 
время простоя будет составлять 4,3% общего времени. 


Обслуживание резервом группы однотипных машин 
(агрегатный способ ремонта). Рассмотрим вторую зада- 
чу. Пусть имеется т однотипных машин. В процессе ра- 
боты агрегаты, приводящие их в движение, могут вы- 
ходить из строя. Естественно предположить, что агрега- 
ты выходят из строя случайным образом и в данных 
конкретных условиях эксплуатации машин с постоянной 
плотностью А. Время выхода из строя распределено по 
показательному закону со средним значением {:. Для 
замены вышедших из строя неисправных агрегатов име- 
ется п запасных. Как только агрегат выходит из строя, 
чтобы не простаивала машина, его сразу заменяют за- 
пасным, если среди них имеется исправный. Неисправный 
агрегат поступает в ремонт. Пункт ремонта неисправных 
агрегатов обслуживает ‘с операторов. Время восстанов- 
ления каждого агрегата определяется характером неис- 
правности, опытом оператора и другими причинами, по- 
этому оно будет случайным. Примем время восстановле- 
ния неисправных агрегатов распределенным по показа- 
тельному закону со средним временем обе. При решении 
следует учесть следующие состояния системы: 

— все запасные агрегаты исправны и все машины 
работают; 

— к запасных агрегатов (1=<А=< п) неисправны и 
либо ремонтируются все, либо часть ремонтируется, 
а часть ожидает ремонта; 
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п — запасных агрегатов Неисправны и $ машин не 
работает (1<=$=<2т). 

Обозначим вероятности этих состояний в момент вре- 
мени Ё соответственно через р,(#); рк (т) и ра, (1. Полу- 
чим следующую систему дифференциальных уравнений: 

р (1) = — Ар, (0) 4 л (1), 
р (0) = — (0 4 А.) рь (Й--Арь-, (0)-- 
(8-1) рва (© м г 
р"в (Е) = — (А -- св) рь (0) А Арь 1 (0) 
| Сарк: (Е) при сз < п 1, Г ( (5.2.10) 
В'пъ (0) == — (А-Е Св) Рив (#) —- 
-НА рав 1 (1) 17 азл? ) | 
при 1<5< л, м 
Пи (2) заан серы т (і )+- Арда. = :( и. 


^. 
Введем обозначение а= т Тогда, учитывая нормирую- 


п-т 
щее условие ри рк (0) = 1, получим для. стационарных 
о 
условий следующие решения: 
1. Вероятность того, что все агрегаты исправны: 


п—с +1 
сЕ а В 
һу А а. у (+) т 
т =: 
ва ч тен (5.9.11) 
с с! 6) 
==? 
2. Вероятность того, что вышло из строя № агрегатов: 


аА 
е а Р, при < с 


ол Е-с ас | 
Рь = (--) 3р прас=в<п-Б1, (5.2.12) 
Ра (6) 5 = г Р, при п 1 < А<т-и. 


3. Среднее число неисправных машин, ожидающих 
ремонта: 


Е ИВ, (5.2.13) 
гай 
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4. Коэффициент простоя машин 
К, ==; — (5.2.14) 


5. Среднее число неисправных агрегатов 


п + т А 
№= У РЬ. | (5.9.15) 


==] 


б. Среднее число занятых ў ремонтом операторов или 
среднее число ремонтируемых агрегатов 


т 


№ = УР, Бс У Р, (5.9.16) 
А =] 
Пример 2 


Для повышения ‘производительности труда на производстве 
устанавливается автоматизированная система управления процес- 
сами, которая состоит из четырех звеньев (т=4). Каждое звено 
имеет электронно-вычислительную машину и пункгы сбора и обра- 
ботки информации. Питание ЭВМ производится от отдельных агре- 
гатов питания. Во время работы агрегаты питания могут выходить 
из строя и требовать некоторого времени на ремонг. Среднее время 
наработки на один отказ равно [н=100 час. Ремонт производится 
одной бригадой (с=1). Среднее время восстановления одного не- 
исправного агрегата равно Ё#обе=10 час. Чтобы из-за выхода из 
строя агрегата питания ЭВМ меньше простаивали, имеются два 
запасных (й=2), которые в случае выхода из строя любого из 
агрегатов питания могут мгновенно заменять их. Если нет исправ- 
ных запасных агрегатов, то машина простаивает. 

От того, сколько в среднем машины будут простаивать, зави- 
сит процент увеличения производительности труда. Положим, что 
повышение производигельности труда пропорционально числу ра- 
ботающих ЭВМ и выражается зависимостью (в %) 


АП т — №, 
= т 100, 


где № — среднее число ЭВМ, простаивающих из-за того, что нет 
запасных исправных агрегатов питания; мт — число ЭВМ. 
Требуется определить процент увеличения гроизводительности 
труда от введенной автоматизации процессов. 
Решение 
Величину № определим по формуле (5.2.13). Но для этого 
предварительно надо определить Рз, Рё, Р и Ре. Эти вероятности 
определяются по формуле (5.2.12). Средняя плотность потока не- 
исправностей равна 
1 
Л = 4 тоо = 0,04. 
Тогда 
а= 0,04 · 10= 0,4. 
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По формуле (5.2.11) определим 
1 


: О НННННННННННННЕНННОВОС 
в 1--0,4--0,4 (0,4 -- 0,16) 10,4-0,4(0,16 -- 0,064--0,0256) 
Вероятности Р;, Р., Рз и Р; равны: 

Р, = 0,16:0,4:0,6 0,038, 

Р, = (0,4)? :0,4:0,6 0,015, 

Р, = (0,4)*-0,4:0,6 = 0,006, 

Р, =(0,4):0,4:0,6 => 0,0025. 


2-0,6. 


Отсюда среднее число ЭВМ, простаизающих чз-за выхода ИЗ 


строя агрегатов питания, равно 
М 1р. +2Р, + ЗРь+4Рз=0,096. 


Тогда процент повышения производительности труда равен 
4 — 0,096 
== Е 100 =97 6%. 

Если бы агрегаты не выходили чз строя, то производитель- 
ность труда увеличилась бы на 100%. Следовательно, 2,4 поте- 
ряно из-за того, что агрегаты работают че вполне надежно. 

Посмотрим, как увеличился бы процент производительности 
труда, если работа ЭВМ произзодилась без запасных ИСТОЧНИКОВ 
питания, но на каждой ЭВМ была бы своя ремоптная бригада. 
В этом случае на каждый источник питания (агрегаг), как указа- 
но в задаче, поступает поток неисправностей с плотностью 


1 
т ТАЕ 
о 100 

Время восстановления Ёобе=10 час. Вероятность выхода каж- 
лой ЭВМ из строя из-за неисправности агрэгата литапия можно 
определить по формуле Эрланга, где параметр оо равен 


в == ЛоЁобс == 0,01. 10 == 0,1: 
Тогда 


Отсюда среднее число машин, ‘простаизающих из-за выхода ИЗ 
строя агрегатов питания, равно 
№ == АРотк = 0,36. 
Процент повышения производительности труда в этом случае 
будет равен 
4 — 0,36 
4 


Таким образом, видно, что производительносгь труда в этом 
случае будет на 66% ниже, чем в случае с двумя запасными агре- 
 гатами питания. Кроме того, число ремонтных бригад будет в че- 
тыре раза больше. Имея экономические показатели (стоимость за- 
пасных агрегатов, затраты на содержание ремонтных бригад, ло- 
хол от увеличения производительносги труда), можно определить, 
какой из этих способов целесообразен с экочомической течки 
зрения, 


АП = .100 91%. 
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5.3. Среднее время работы рабочего элемента до 
появления отказа в системе со скользящим 
резервом 


Для повышения надежности систем на практике ча- 
сто применяют скользящий резерв, при котором в случае 
выхода любого из последовательно соединенных элемен- 
тов из строя производится замена его запасным из имею- 
щихся в резерве. Заменять неисправные элементы ре- 
зервными, восстанавливать их опять и заменять можно 
по-разному. Мы рассмотрим некоторые примеры, наибо- 
лее часто встречающиеся на практике. Разновидностей 
систем с элементами, которые могут выходить из строя 
в процессе работы, и скользящим резервом из д элемен- 
тов много. Например: 

— система, в которой при выходе элемента из строя, 
производится замена (дублирование) элементом из 
имеющихся в резерве. После восстановления неисправ- 
ного элемента он вновь становится на свое место, а за- 
мещающий его элемент вновь возвращается в резерв; 

— система, у которой при восстановлении вышедше- 
го из строя элемента обратная замена происходит толь- 
ко в том случае, когда дублируемый выйдет из строя; 

— система, у которой каждый резервный элемент 
закреплен за определенными номерами последовательно 
распределенных элементов. 

Для иллюстрации возможности использования мето- 
дов теории массового обслуживания в решении подоб- 
ных практических задач рассмотрим пример по опреде- 
лению надежности только одного из п рабочих элемен- 
тов в системе со скользящим резервом из 1 элементов 
при условии, что резервные элементы используются для 
замены любого другого отказавшего элемента. В резуль- 
тате решения необходимо выяснить, что дает скользя- 
щий резерв для повышения надежности выбранного эле- 
мента. Будем в дальнейшем называть его выделенной 
подсистемой. За критерий оценки качества функциони- 
рования примем среднее время работы рассматриваемой 
подсистемы до получения отказа. На рис. 5.3.1 показа- 
на принципиальная схема такой системы. Решение по- 
добной задачи может встретиться, например, при орга- 
низации связи по л каналам, которые разнесены терри- 
ториально; для повышения надежности всей системы и 
каждого канала используется и резервных каналов, 
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В этом случае при выходе какого-либо узла из строя 
сго можно заменить резервным, если такой имеется. 
Канал надолго может выйти из строя, если не будет 
в наличии ни одного резервного. 

Пусть рассматриваемая система состоит из и одина- 
ковых элементов. Все они характеризуются одной и той 


Рис. 5.3.1. Схема функционирования системы со скользящим резер- 
вом. 


1 и 
же интенсивностью отказов = Габ гате Средиев 


8! 
время наработки на один отказ. Рассмотрим вариант 


задачи, когда время восстановления вышедшего из строя 
элемента — величина случайная, распределенная по по- 


| 2 
казательному закону с параметром ц = еч ГДЕ Гобс — 


обе 
среднее время восстаповления. Для повышения надеж- 
пости системы имеется резерв, состоящий из т элемен- 
тов. При выходе любого элемента из строя его заменяют 
резервным, если такой имеется. Необходимо определить 
надежность работы одного канала с учетом работы эле- 
ментов скользящего резерва. Приведем решение, пред- 
ложенное Б. А. Козловым [11]. Рассмотрим сначала си- 
стему с одним резервным элементом, т. е. т=|. На 
рис. 5.3.2 показана схема такой системы. 
Введем обозначения: 


Ро (1) — вероятность того, что система находится 
в исправном состояпии, т. е. все элемеиты исправны; 


14—1444 . 209 


р: (і) — вероятность того, что в системе имеется один 
(любой из п- 1} отказавший элемент; 

р2(Р) — вероятность того, что в системе имеется два 
отказавших элемента, причем среди них нет выделенно- 
го элемента; 

р:(1) — вероятность того, что в системе имеется і от- 
казавших элементов (2—<1—<ип—1), причем среди них 
нет выделенного элемента; 


Рис. 5.3.2. Схема функционирования системы с одним резервным 
элементом. 


Ротк(Ё) — вероятность того, что выделенный элемент 
отказал, а резервный уже работает вместо одного из 
ранее отказавших невыделенных элементов и потому не 
может заменить его. 

Условия обслуживания примем следующие: при лю- 
бом числе отказавших элементов одновременно восста- 
навливаться может только одни из них, т. е. это соот- 
ветствует тому, что для ремонта имеется один опера- 
тор. Система дифференциальных уравнений, отвечающих 
данной постановке задачи, имеет вид: 


Реа Р вр 

р (0) = — ("АЕ в) р. (0) - (0-1) 4. р (0) 2 вр, (2), 
о —— Ав} 2: (0) + 
| [0 — (2 — 1) Ар: (0) рг: (0) (5.3.1 

при 2=<і=< лп — 1, | Ч 
В’ (0) = (04-0) ра (0) 4 Арп 


Р’отк ( и=ау р} (1 
= 
В качестве основной характеристики функционирова- 
ния элемента (подсистемы) принято среднее время его 
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работы до появления отказа. В работе [11] получены 
следующие зависимости для среднего времени работы 
до отказа выделенной подсистемы: 


п п п] 
мимо 
п +\|- 1 А а й 
а і==0 1. — 
112 п —] , (5.3.2) 
‚мед | 
Ут 
#=0 
р Тн 
Іде Е Е е. а 


Формулу (5.3.2) можно упростить, если ввести функ- 
ЦИЮ | 


Тогда 


п—1| 


11, 9+ 1,0 


і і=0 
Га е7 (а, 0—1) — 94 (а, п —– 2) ° (5.3.5) 


Функцию [(а, р) можно выразить через известную 
неполную гамма-функцию 


(а, р) =1 — 9 (и, р), 
где 


Ё—=——. 
Ир+ 1 

Функция 2(0, р) является табулированной, значения ко- 
торой можно определить по таблицам [24]. 

Если отношение времени наработки на один отказ 
к восстановлению во много раз превышает число после- 
довательно соединенных элементов, т. е. ап, то из 
(5.3.3) можно получить приближенную оценку для 


З-+а 
га — АВЕ" (5.3.4) 


Абсолютная ошибка формулы (5.3.4) имеет порядок 
| Р 2 (—2п? + 5п — 3) 
ви Ла (п 1) 
14* | 2]1 


Пример 1 о 

На предприятии имеется пять агрегатов (п=5). которые имеют 
свои идентичные источники электропитания. Время от времени 
источники могут выходить из строя. Опыт показал, что в среднем 
время наработки на один отказ для каждого из них равно Їѓн= 
=100 час. Время восстановления вышедшего из строя источника 
электропитания распределено по показательному закону. Оно зави- 
сит от множества случайных факторов: характера неисправности, 
квалификации рабочих ремонтной бригады и других. Среднее зна- 
чение параметра џ= 0,1. 

Когда источник электропитания неиспразен, агрегат не рабо- 
тает. Для повышения общего времени работы агрегатов решено 
иметь один источник питания в качестве скользящего резерва. Тре- 
буется определить надежность снабжения электропитанием каждо- 
го агрегата. 

Решение 

Определим параметры 


По формуле (5.3.3) находим среднее время работы агрегата до 
его остановки из-за выхода из строя источника питания и невоз- 
можности замены его резервными, так как он уже использован 
вместо ранее вышедшего: . 


5 1000, 10000, 100000 
г, — 100 | С 11058066 р д }+ 
1000, 10000 00 
(ов +) (0506р )+ 


ово гоу | [9,01 (5 2. бы 3.504 


А 1000 10 000 
= —6 _ В | — 767 час. 


Этот расчет показал преимущество скользящего резерва. Толь- 
ко один дополнительный источник электропитания, служащий в ка- 
честве скользящего резерва для пяти агрегатов, повышает среднее 
время работы каждого из агрегатов со 100 до 267 час, т. е. более 
чем в 2,5 раза. Определим, насколько уменьшилась вероятность вы- 
хода из строя агрегата при введении одного агрегата в качестве 
скользящего резерва. Средняя вероятность зыхода из строя агрега- 
та может быть определена по формуле 


Ёобс 
Ён + 2обс 
Тогда вероятность отказа агрегата для случая, когда нет резерв- 
ного агрегата, будет равна 


Ротк = 


10 
Ротк == 110 = 0 ,099. 
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При наличии одного источника питания в качестве скользящего 
резерва вероятность выхода из строя будет соответственно равна 


10 
Роткр = 967 10 ^ 0,036. 


Таким образом, при введении скользящего резерва из одного 
источника питания вероятность отказа уменьшялась с 9,9 до 3,6%. 
Если провести расчет по приближенной формуле (5.3.9), то полу- 
чим, что среднее время до выхода агрегата разно 


С увеличением а ошибка уменьшается. Следователь- 
но, для примерных расчетов можно использовать прибли- 
женную формулу. При числе резервных элементов бо- 
лее одного, т. е. т> 1, среднее время работы до отказа 
выделенной подсистемы (рассматриваемого элемента) 
определится из зависимости 


Т = {4е” [21 (а, п —– 1) — < (а, п 2) *Ж 
ЕЕ НС Иже 


| 
п—| 
+" У, 9+ | + р 
— п-т , 
16.0 2)| ) АРА, (5.3.5) 


Если выполняется условие 
а»>п+ т, 


то из (5.3.5) можно получить приближенную формулу 
для определения Т: 


Ко п\ ат 2 т\ = 
а 1+ э" А (9.3.6) 


Абсолютная ошибка формулы (5.3.6) при т>2 име- 


ет порядок 


А = п! ат -? (пт-\-т? -+ т — Ап? + 12п—5) 


л (п-т)! 

При т=2 абсолютная ошибка имеет порядок. 
| ди Мй-3 

т АИ и-+2) ° 
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Проиллюстрируем применение полученных зависимо- 
стей на примере. 


Пример 2 

На заводе установлен сложный комплэзкс ралиоэлєктронной ап- 
паратуры по управлению десятью автоматизированными линиями, 
который имеет для каждой из них блок управления. Эти блоки 
могут выходить из строя и требовать некогорого времени на ре- 
монт. Опыт эксплуатации показал, что время наработки на один 
отказ [н=1 000 час. Среднее время воссгаловления одного блока 
равно Ёвос=10 час. Если не работает хотя бы одна автоматизиро- 
ванная линия, то нарушается технологический процесс. Для повы- 
шения надежности решено ввести скользящчй резерв. Требуется 
определить, какое минимальное количество блоков управления не- 
обходимо использовать дополнительно в катэсгзе скользящего ре- 
зерва, чтобы вероятность нарушения технологического процесса не 
превышала 1% (т. е. Ротк=0,01). 


Решение 
Определяем параметры системы 
| 
Ке 0 00], рее 0,1 
н 


На вероятность нарушения процесса влияет надежность рабо- 
ты каждого блока. При этом можно записать следующую зави- 


СИМОСТЬ: 
Ротк=1—(1—Ротки) п, (5.3.7) 


где Ротк — вероятность нарушения технологического процесса; 
Ротк! — вероятность выхода из строя отдельного блока управ- 
ления, которая определяется по формуле 


Ёвос 
ае (5.3.8) 


Роткі == Ян ~|- йвос ' 


п — число автоматических линий (или число блоков управления, 
приводящих в работу автоматические линия). 

Из формулы (5.3.7) определим вероятчость отказа одного бло- 
ка управления, которая обеспечит общую вероятность технологиче- 
ского процесса, равную 0,01: 


0,01 === 1— (1 — Роткі)!, 
откуда 
Рока —- 0,001. 
Тогда по формуле (5.3.13) имеем 
10 


01 е т0 


Отсюда среднее время выхода одной линии из строя из-за от- 
каза блока управления должно быть равно 


1*н=9 090 час. 
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Таким образом, задача свелась к следующему: определить чис- 
ло блоков управления в скользящем резерве, чтобы выхсд из строя 
каждой из обслуживающейся линии наступал в среднем не ранее, 
чем через {*н=9 090 час. Для этого, задавая ряд значений вели- 
чины М=|, 2..., по формуле (5.3.6) определим величину Т в за- 
висимости от числа резервных блоков /7. При т-=] 


7 101100 СД | 
= 000г 1+ 100 — 9364 час. 


Следовательно, наличие уже одного дополнительного блока управ- 
ления, включенного в скользящий резерв, дает повышение надеж- 
ности работы автоматизированного комплекса до заданного уровня. 


5.4. Учет надежности приборов в смешанной 
многоканальной системе 


Рассмотрим примеры решения вопросов оценки на- 
дежности функционирования многоканальных систем 
массового обслуживания. Математический аппарат для 
определения основных характеристик функционирования 
систем разработан применительно к различным ограни- 
чениям, налагаемым на поведение поступивших заявок 
в очереди или системе. Такие ограничения могут быть 
следующими: 

— на время пребывания заявки в очереди, 

— на время пребывания заявки в системе, 

— на длину очереди и др. 

Выход приборов из строя одинаково возможен как 
в период обслуживания, так и в период бездействия. 
При этом могут встретиться следующие разновидности. 
Обслуживаемая заявка при выходе прибора из строя 
может покидать систему даже при условии, что были 
другие свободные приборы, или такая заявка может 
быть передана на дообслуживание любому свободному 
прибору. Первая разновидность задачи для системы с от- 
казом была решена Т. П. Марьяновичем [15]. Рассмо- 
трим случай, когда поступившая заявка, застав все при- 
боры занятыми или находящимися в состоянии ремон- 
та, остается ожидать обслуживания, причем время ожи- 
дания ограничено некоторой величиной. 

Ограничение на время пребывания в очереди. Пусть 
задана система обслуживания, состоящая из п одина- 
ковых по производительности приборов, в которую по- 
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ступает простейший поток требований с интенсивностью 
Л. Заявка, застав все приборы занятыми, становится 
в очередь и ожидает начала обслуживания. Время ожи- 
дания ограничено случайной величиной, которая распре- 
делена по показательному закону с параметром у= 


1 = 
—————, ГДе Гож — среднее значение времени ожидания. 


= 
Го 


Время обслуживания одной заявки также случайно и 
распределено по показательному закону. Среднее зна- 
чение времени обслуживания для всех приборов одина- 
ковое и равно $обс. 

Для удобства и простоты решения принимается пред- 
положение о показательном распределении времени об- 
служивания и ожидания. Однако в дальнеишем методом 
статистических испытаний будет показана справедли- 
вость конечных формул, полученных для стационарных 
условий, в тех случаях, когда величины Тобе И Ѓож ПОД- 
чинены законам распределения, отличным от показа- 
тельного. Обслуживающие приборы время от времени 
выходят из строя и сами требуют некоторого времени 
на восстановление. Вероятность выхода обслуживающе- 
го прибора из рабочего состояния за время ДГ равна 
оЛЕ--0 (ЛЬ. Эта вероятность стационарна по оси вре- 
мени, не зависит ни от того, сколько приборов находит- 
ся в ремонте, ни от того, обслуживает ли в данный мо- 
мент прибор заявку или тоже свободен, ни от того, когда 
прибор начал работать. Вышедший из строя прибор вос- 
станавливается одной бригадой (оператором). Одновре- 
менно может ремонтироваться только один прибор, 
остальные неисправные приборы ожидают своего ре- 
монта. Время, необходимое на приведение вышедшего из 
строя прибора в рабочее положение, распределено по 


1 _ 
показательному закону с параметром у= =, ГДЕ вос — 


среднее время ремонта прибора. Если прибор вышел из 
строя в момент, когда он был занят, то обслуживаемая 
им заявка теряется. 

Введем следующие обозначения: 

р: (Е) — вероятность того, что в момент Е в системе 
обслуживания имеется і заявок и ј приборов находится 
в ремонте; 

р:(Р) — вероятность того, что в момент Е в системе 
имеется і заявок. 
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Тогда, очевидно: 


` ри (@) = ре. 


Вероятностные состояния описываются следующей 
системой дифференциальных уравнений, вывод которых 
приведен в приложении 3: 


И ) — Ри, 1 Л 9) 2,0) 
—1 


п—1 


р: (0) = — Ар 1 —*> рг, ( 0-е ран => 


=) тб (ај) — У ра" 
К У. рез (и — Э- ара, (04 
ИЦТ У Рен 
ао У ма р о+ь У рада 
КЗ У па 000+ 
+9. у Рал. (ВиО (5.4.1) 


при і=<і< и, 


р то (0) = — Ара (1 == № Виз, ‚(9 (== [= 


Г 


5 Рив, 3 (0) (5-4-0) — У Рав», 3(0)6(— 0+ 


ј 
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1—0 


Чань. (9 в Рива, 300) (0 — ) + 
Г Риз, 3 (0) (14-54 1) +- 


усаа 


а у. Виа, (0). (п Е 7) 


1=0 
при $=1, 


| 
где = ———. 
а Р Гобс 
Обозначим через л; (і) вероятность того, что в мо- 
мент / ровно ј приборов находятся в нерабочем состоя- 
(5.4.2) 


нии. Тогда можно записать: 
Раз (0) = р; (0) т, (0) 
Для стационарного решения, т. е. после предельного 


перехода при /—»оо, имеем 
Р; = Им р; (0) 
і»о0 


аат т (2). 
20 


И 
Тогда производные будут равны нулю и мы получим 
следующую систему алгебраических уравнений: 
— АР, Р, [в (1 — т) На (1 — пи) -- Уп] == 0, 
п—і 


У =; + 


п—і 


Г. 

о = АНУ т3 1 із 

+в у 00-01 У вид 
ыар. 


п—і—] 


}=п—і+1 
п 


— 
+ у 
і ==п—і + 1 

п--1—1 

ј=0 


++) У На У 54 
0005 У аер) 


т; ( 


+ У 
лы . ј=п—і 
Фп, (5.4.3) 


а У п; (п — ј) = 0, О<1 


ј=п—і 
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3. = Рану кипу 9+ 
жаўнера 
Ра У н, 090+ 
{У ъ@—1}-0 5=0. 


1=0 


Введем обозначения: 
п п 


аар РЎ У +0004 
ј==0 ј=п—і +1 


100 № 00р) 
ј=п-—і +1 
і У тута >, чл} 
10 и +1 


ара Мана РЕ | У 7) (п — + 


ј=0 


+» У 0+9) -На У = 0), 


ј=0 . ј=0 
Тогда систему уравнений (5.4.3) можно записать в виде: 
21 == 0, 
2: == 2441» | (5.4.4) 
2п--5 — п 5-1 | 


Отсюда решение системы (5.4.3) получится следую- 
щим: 


АР: _; 
Р:= п—і РА п = 
; %. : А е 
№ У м+в У (0-0 +0 У (0н) 
0 ]=1—1-+1 і==п—і +1 
Я Е А № 
+ У 20—08 У м 
ј==п-—і +1 7—0 
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Аа. 1 


Ра. п 


У (0—0 у У) 05) 9 У) и) 
1=0 ]=0 ј==0 
(5.4.6) 


Введем обозначения: 


Тогда можно записать следующую зависимость для 
определения вероятности состояний системы: 


и р р 
Пао Ў а У (0—0 + 


1=0 =п—№+1 


— 


ыы еее 


Я ‚1<і%л, (05.4.7) 
+6 У маі) 


ј=п-—-Ё +1 
Рив = п п— ма п 
Пао У зао У  =@-Р+ 
= 


Р 0 ј=п—Р +1 


>... ж 


П. 


+ У мею) 


=7—2 +1 


рр. (5.48) 
П ана ў пу (ив 0 


г==] ]=0 750 


Значение вероятности Ру определяется из нормирую- 
щего условия 


Вероятность того, что ] приборов находятся в неис- 
правном состоянии, можно определить по формуле, при- 
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веденной в работе Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко [8]: 


. (5.4.9) 


тЫ 
| 9 \* 1 
2 У} (5) @®— 
#—0 


Вероятность того, что заявка покинет систему об- 
служенной неполностью, определим как отношение сум- 
мы среднего числа заявок, уходящих в единицу време- 
ни из очереди по окончании времени ожидания и поки- 
дающих систему в результате выхода из строя тех 
приборов, которые заняты обслуживанием, к среднему 
числу заявок, поступающих в единицу времени в систе- 
му: 

Рок ММО 01000), (5.4.10) 


п, п 

где М;=\ Р, У (14 — п) т; — среднее число зая- 
р ивы 

вок в очереди, когда общее число их не более п; 


Со 
М ($) = \ Р 5 \ ұт, 
(5) р; Гп+з —- ря т) 
= О 
— среднее число заявок в очереди, когда общее чи- 
сло их в системе более п; 


п ‚ ИК п 
мФф=У РУ 4 У (9—0 = | 
= 1 Ј==0 ј=п—В +1 


оо п 
+У Р.У (1—0 
з=] /==0 

— среднее число обслуживаемых системой заявок 
в каждый момент времени. 

На рис. 5.4.1. и 5.4.2 показано влияние надежности 
и ремонтоспособности на пропускные способности рас- 
сматриваемой системы при п=1, В=0,5 и р=1. Как 
видно из рисунков, увеличение отношения среднего вре- 
мени обслуживания к среднему времени выхода прибора 
обе 


йн 


а 
из строя аа резко ухудшает пропускные 
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способности системы. Увеличение отношения среднего вре- 
мени обслуживания к среднему времени восстановления 


8 ү Ёобс 


р и Йвос 


от 0 до 0,5 сначала значительно снижает вероятность 
отказа, а затем увеличение этого отношения начинает 
все меньше сказываться на уменьшении вероятности от- 


ть 


—— 4 ИМК 


0 0,5 | 19 0 0,5 1 б 
Рис. 5.4.1. Влияние среднего Рис. 5.4.2. Влияние работоспо- 
времени выхода прибора из собности прибора на его про- 
строя на его пропускную спо- пускную слособность. 

собность. 


каза, которая приближается к вероятности отказа для 
абсолютно надежных приборов. 

Если заранее рассчитать по формуле (5.4.10) зависи- 
мости вероятностей отказа от параметров надежности 
и ремонтоспособности и построить графики, аналогич- 
ные представленным на рис. 5.4.1 и 5.4.2, то можно до- 
вольно просто и быстро решать большой класс задач 
с учетом выхода обслуживающих приборов из строя. 
Полученные зависимости были выведены в предположе- 
нии показательного распределения времени обслужива- 
НИЯ ѓобс И времени ожидания заявки в очереди иж. 
Однако, как показали исследования, проведенные мето- 
дом статистических испытаний, результаты, получаемые 
по формулам (5.4.7), (5.4.8) и (5.4.10), остаются спра- 
ведливыми в некотором диапазоне изменения параме- 
тров и при распределении времени фбс и юж по законам, 
отличным от показательного, но с конечным математи- 
ческим ожиданием. 
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Исследования проводились в следующем диапа- 
зоне изменения величин: 0,1<0=—<10; 0,3=8=—< 10; 
01 = 9= 1: О], 

В табл. 5.4.1 представлены некоторые варианты рас- 
четов при п= 1, А= 1,14 и В=0,33, выполненных мето- 
дом статистических испытаний и по полученным форму- 
лам. 

Как видно из таблицы, результаты расчетов, получен- 
ные методом статистических испытаний для других за- 
конов распределения обес И юж, показывают, что исполь- 
зование полученных зависимостей в этом случае дает 
вполне приемлемую для практики точность. 

Таблица 5.4.1 


Варнанты 
оакон О а 
и: 920,94; 8=0,56 р=1,14 90,19; 00,28; р=0,57 
іобс и ож | 
статистич. о статистич. ты 
Показательный 0, 451 0,276 
Равномерный 0,453 0, 284 
Нормальный усе- 0, 441 0, 443 0,279` 0,297 
ченный 
Релея 0, 449 0,294 
При постоянном 0,444 0,298 
значении 
Пример 1 
Для управления производственным процессом используется 
ЭВМ, которая обрабатывает. поступающую ннформацию о проте- 


кании производственного процесса и решает в соответствии с по- 
лученной информацией задачу об изменении параметров процесса 
для достижения максимальной производительности. Поток инфор- 
мации пуассоновский с параметром А=1 инф/час. Если информа- 
ция застанет машину занятой обработкой предшествующей инфор- 
мации, то она становится в очередь (залчсываегся з память). Вре- 
мя ожидания в очереди ограничено некоторой величиной {ож= 
=0,2 час, так как информация со временем теряет свсю ценность. 
Время обработки одной группы информации и решения задачи по 
корректировке ‘процесса зависит от многих факторов: характера 
поступающей информации, времени решения задачи по данной 
информации и т. д. Примем, что время обработки информации 
имеет показательное распределение с параметром и=10, т. е. ѓобе = 
=0,1 час. ЭВМ время от времени дает сбои и выходит из строя. 
Среднее время наработки на один отказ равно Ѓѓһ=1 час. Время 
на устранение неисправности состоит в основном из времени по- 
иска неисправности, так как ремонт производится методом замены 
неисправного блока, и равно Ёвос=| час. Как вядно, тремя вос- 
становления очень большое и его необходимо уменьшить. Для это- 
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го может быть использован метод автоматического поиска неис- 
правности, что значительно сокращает время воссгановления ма- 
шины. Однако этот метод связан с увеличением объема радиоэлек- 
тронной аппаратуры, который приводит к удорожанию ремонта. 

Примем, что стоимость дополнительного объема аппаратуры, ко- 
торая может быть использована для осуществления автоматическо- 
го поиска, зависит ог времени поиска 


с 100 Ж 
ДРЕ та, а 
і 
9.3 а 2 


Ёвос 


где і*ьос — время на восстановление в результате применения не- 
которой аппаратуры для осуществленчя автоматического поиска. 
Если будет обработана вся поступающая на ЭВМ информа- 
ция, то автоматическое управление процессом даст максимальное 
повышение производительности труда. При уменьшении количества 
обрабатываемой информации процесс идет менее эффективно по 
сравнению с максимальными возможностями л предприятие терпит 
убыток. Зависимость величины понесенных убытков ст вероятности 
обработки каждой порции информации можно ориентировочно (для 

примера) представить в виде 
Сув==100 Роль, (0) 


где Ротк — вероятность отказа в обработке информации. 

Требуется определить степень автомагизации поиска возникаю- 
щих неисправностей, чтобы суммарные затраты на производстве 
были минимальными. 


Решение 


Суммарные затраты производства будут состоять из потерь, 
возникающих в результате невозможности обработать всю посту- 
пающую информацию, и затрат на ремонт ЭВМ. Отсюда можно 
записать следующую зависимость для суммарных затрат в резуль- 
тате ненадежной работы ЭВМ: 


С = Сдоп-+ 300Ротк. (в) 


Определим составляющие стоимости. Для этого БЫыЧИиСсЛлИиМ Па- 
раметры системы: 


= Робс __ 0,1 
р == Айове = 1:0,1 = 0,1; рее Ёож 0,9 = 0,5; 
Ёобс 20.1 
И Ён 2 = 0,1. 


Начальный параметр 0, характеризующий ремоитсепособность 
ЭВМ, до осуществления автоматического поиска неисправности 
равен 

Гобс О, 1 


б = 


Ёвос ЕЕ 


ЕО, 1 


Очевидно, что с уменьшением времени восстановления будет 
увеличиваться величина д, поэтому, задавая ряд значений $, рас- 
считаем вероятность отказа в обработке информации. Результаты 
расчетов представлены на рис. 5.4.3. Зависимостя затрат на до- 
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полнительную аппаратуру, осуществляющую автоматический 
поиск неисправности, и убытков от потери информации, рассчитан- 
ные соответственно по формулам а) и 6), представлены на 
рис. 5.4.4 и 5.4.5. Используя полученные зависимости, определим 
по формуле в) суммарные издержки. Результаты расчетов пред- 


Ротк 


0,5 | 


0 0,7 0,2 ОЗ 0,4 о 
Рис. 5.4.3. Зависимость вероятности отказа Ротк от времени вос- 
становления. 

(доп 

#50 

100 Р 

Р 
Р 
50 РЙ 
ОИ АО А Е ИРА. Ц 
0 “ӘТ 0, 0.8 0,4 8 


Рис. 5.4.4. Зависимость дополнительных затрат на аппаратуру авто- 
матического поиска от времени поиска неисправности и ее вос- 
становления. 
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ставлены на рис. 5.4.6. Как видно из ризуйха, налболее подходя- 
щим значением для времени поиска неисправности является ‘пара- 
метр 6=0,3, что соответствует времени восстановления Фьос= 
—=0,33 час. Таким образом, объем аппаратуры автоматического по- 
иска неисправности должен быть таким, чгобы зремя восстанов- 
лепия было равно 0,33 час, т. е. в З раза меньше по сравнению 


Суб А 


аф. ЕР . 
Ы " 1 2 0,3 04 05 0 


Рис. 5.4.5. Зависимость стоимости потерянной информации от време- 
ни поиска неисправности и ее восстановления. 


С 


750 
‘мин 
і 
! 
| 
} 
| 
| 
| 
1 0 0) КОРИСТЕ | НЕНИИНОННОНИРЕНРНННИЬ МНЕНИИ. ЧИННИНИИНННОРРНРИЕ. НИННОННИНИННННИИ РЕГ Р 
0 0,7 0,2 2.2 0.4 0.59 


Рис. 5.4.6. Зависимость суммарных издержек от времени поиска 
неисправности и ее восстановления. 


с имеющимся. Дальнейшее уменьшение времени восстановления, 
если стоимость аппаратуры определяется зависимостью а), нецеле- 
сообразно, так как это обходится очень дорого предприятию. 
Ограничения на длину очереди. На практике довольно 
часто встречаются случаи, когда обслуживающая систе- 
ма имеет ограничения на число клиентов, ожидающих 
начала своего обслуживания. Примером может служить 
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мастерская, в которой количество принимаемой в ре- 
монт аппаратуры ограничивается из-за ограниченного 
объема складского помещения для ее хранения. Дру: 
гим примером может быть бензозаправочная колонка 
с ограниченной площадкой для стоянки машин в очере- · 
ди. Поэтому возникает необходимость в решении зада- 
чи по оценке функционирования систем с ненадежными 
приборами, в которых поступающие заявки на обслу- 
живание становятся в очередь только тогда, если в них 
имеется менее Л заявок. В противном случае заявки по- 
кидают систему и считаются потерянными. Если же за- 
явки попали в очередь, то они дожидаются начала об- 
служивания. Остальные параметры системы, касающие- 
ся надежности, ремонтоспособности и производительно- 
сти, остаются аналогичными параметрам систем с огра- 
ниченным временем ожидания заявок в очереди для 
ненадежных приборов. 

На основании приведенных условий функционирова- 
ния системы каждая заявка, попавшая в очередь, не 
покинет ее до начала своего обслуживания. Тогда у=0. 
Вероятностные состояния этой системы в стационарном 
режиме могут быть описаны такой системой алгебраиче- 
ских уравнений: 

АР, БР, № (1 — т) На (1 — =) ==0, 
п п 

РИА) У (8-а) У ви УЕ 

1==0 


ј==п-—і +1 
п-—і—1 


жар аР ЮУ 9+ 
рт 


\ 


(06+ а) У ти), = 0 
ј==п—і 


при О<і< и, (5.4.11) 


— Ривз А (64-а) у п; (п 0+ 


НР, Рае: (8-9) У т) (п — ј) = 0 
]=0 
при 0О<$ < М, 
— Рим (8-1 9) у. т} (п ша ++ АР, м == (0. 
]==0 


+ 
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Решение системы уравнений (5.4.11) даст следующие 
зависимости: 


1. Вероятность того, что в системе находится і заявок 
(0—=1=<и-М): 


Э. РР. 
Г. пЁ п \ 
Пао ў чањо У 0—0) 
=] 0 ј=п264+1 
при 1 «іи, (9.4.12) 
п+ зр 
Рә п п—№ Е п | № 
П [ао у "+049 У (0) 
в=1 4. 0 ]1=п—А-Ы ] 
ИЕН ЛИНИИ при 1=5=<М. (5.4.13) 
СУ п) (п — ) } 
1—0 


2. Значение вероятности Ру определится из Зори 
рующего условия 
п+ № 


у=. (5.4.14) 


0) 


3. Вероятность того, что заявка не будет обслужена, 
равна вероятности потери ее либо из-за выхода обслу- 
живающего прибора из строя, либо из-за наличия за- 
явок в очереди 


М [9] + Рим, (5.4.15) 
р 


Гози 


где М[9| — математическое ожидание числа заявок, ко- 
торые находятся на обслуживании в данный момент. 
4. Величина М9] определяется из зависимости 


п 
ми= У м У = э (а) “|+ 
тне. Га Р А 
+у Р.У (п — ]т.. (5.4.16) 
5=1 ј=0 


5. Вероятность того, что заявка не попадет в очередь 
из-за наличия в ней уже М заявок, равна 


Ръе= Руһ. (5.4.17) 
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6. Вероятность того, что заявка попадет в систему, 
но не будет обслужена до конца из-за выхода обслужи- 
вающего ее прибора из строя, определяется по формуле 


Ро = 11, (5.4.18) 


7. Среднее число заявок, находящихся в системе, 
определится по формуле 


п № 
= У; Рив У, $Рь-- 


=] Е] 
М п 
+У Р... У вв (5.4.19) 
$=1 в] 


Пример 2 

Для выборочной проверки качества выпускаемых изделий на 
предприятии имеется автоматизированный контрольно-проверочный 
комплекс. Он устроен так, что в нем одновременно могут находить- 
ся не более трех изделий, одно из которых находится на проверке 
(п=1) соответствия основных параметров изделия заданным, а два 
ожидают проверки (№=2). Если очередное выпускаемое изделие 
застанет в контрольно-проверочном комплексе три изделия, то оно 
поступает на склад без проверки. 

Время проверки одного изделия в среднем Ёоб«=0,5 час. Пред- 
приятие выпускает в среднем около двух изделий в час (= 
=> изо!чае). 

Контрольно-проверочный комплекс время от времени выходит 
из строя. Среднее время безотказной работы равно 10 час. При вы- 
ходе из строя контрольно-проверочного комплекса изделие, кото- 
рое находилось на проверке, поступает на склад неполностью про- 
веренным. 

Среднее время восстановления контрольно-проверочного ком- 
плекса равно одному часу (ЁТзос=| час). Требуется определить: 

а) средний процент проверенных изделий; 

б) средний процент неполностью провгоенных нзделий из-за 
выхода КПК из строя; 

в) среднее число изделий, находящихся в КПК. 


Решение | 
Определяем параметры системы 


р = Лове = 2.0,5 = 1, 


Фобс __ 0,5 

ве = = т == 0.05, 
Йобс __ 0,5 

а — 1 = 0,5, 
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По формуле (5.4.9) определяем лои пи: 
1 


9 
а АЕ 


п =|1— по 0,1. 


Пе == 5-0,9, 


Для определения вероятности отказа по формуле (5.4.15) не- 
обходимо знать величины Р4, Р1+1 и Р!+2, которые определим по 
формулам (5.4.12) и (5.4.13): 


Ру => 1,05Р,, 


Го 
(14 4) 
р р? 

11 (1-9) мо (1-4) = 
о 9) бо 
р? 
гора е ——ееАа 
ТЕУ 
Вероятность Ро определим из нормирующего условия (5.4.14) 


1=Ро-+ РА Ра +4 +Ра+2= Ро+1,05Ро+1,12Ро+1,20Ро=4,37Р,, 


2—1, 12%, 


1,20Р,. 


откуда 


Тогда 
Р, ғ 0,24, Р, +1 5 0,26, Р! +2 А 0,28. 


Определим величину М4] по формуле (5.4.:6) 
М[4]=0,24 · 0,9--'(0,26-- 0,28) 0,9 =0,71. 


Тогда вероятность отказа в проведении контроля будет равна 
0,05 .0,71- 1.0,28 
Роке е а а 

а) Таким образом, среднее число прозеренных изделий будет 

равно 
Росе = (1 — 0,32): 100 = 68%. 

б) Средний процент неполностью обслуженных изделий опре- 

делим по формуле (5.4.18) 


Рно = ————————— =. 0,04, 


т. е. около 4%. изделий покинет КИК неполностью проверенными 


из-за возникновения неисправности. 
в) Среднее число изделий, которое находится в контрольно- 


проверочном комплексе, определим по формуле (5.4.19) 
№ = Рт +- Ру} + 2Р, +з + Р 170 4 Р, фәт == 1 ‚03, 


т. е. около 1,53 изделия в среднем будет находиться в контрольно- 
проверочном комплексе. Из них 1,53—0,71 = 0,82 изделий будет ожи- 
дать в очереди начала проверки. 
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5.5. Повышение надежности системы путем 
резервирования с восстановлением 


Комплексная автоматизация производственных про- 
цессов ставит перед управляющими устройствами исклю- 
чительно ответственные задачи, которые должны ре- 
шаться безупречно в течение всего периода работы авто- 
матической линии, автоматизированного цеха или пред- 
приятия. Перерыв в работе того или иного узла может 
привести к частичному, а часто и к полному прекраще- 
нию работы производственного процесса. Поэтому сле- 
дует стремиться к тому, чтобы крупные комплексные ав- 
томатические агрегаты (машины) были максимально 
безотказны в работе. При этом следует обратить вни- 
мание на то, что с усложнением аппаратуры для повы- 
шения ее безотказной работы резко увеличивается ее 
стоимость. Отсюда возникает вопрос: каким путем це- 
лесообразней повысить надежность аппаратуры: 

— повышением надежности отдельных элементов, 

— выбором режимов работы, 

— резервированием и пр. 

Рассмотрим последний путь. Резервирование являет- 
ся одним из основных методов повышения надежности, 
который позволяет по крайней мере теоретически безгра- 
нично повышать надежность. В зависимости от того, 
в каком состоянии находятся резервные элементы до 
момента их включения в работу, резервирование элемен- 
та делится на несколько типов: 

а) Нагруженный резерв. Резервные элементы 
находятся в том же режиме, что и основной элемент, 
их надежность не зависит от того, в какой момент они 
включались на место основного. 

б) Облегченный резерв. Резервные элементы 
находятся в облегченном режиме до момента их вклю- 
чения на место основного. Во время ожидания в резерве 
они могут отказать, но с вероятностью меньшей, чем ве- 
роятность отказа основного элемента. 

в) Ненагруженный резерв. Резервные элемен- 
ты находятся в выключенном состоянии и по условию 
до момента включения их на место основного не могут 
отказать. 

В работе [10] А. Д. Соловьевым было рассмотрено 
функционирование некоторой системы, состоящей из на- 
груженного, облегченного и ненагруженного резервов. 
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Приведем некоторые зависимости, характеризующие ра- 
боту такой системы. Рассмотрим постановку задачи. 

Пусть имеется система, состоящая из Л№М=п-т-1-+$ 
одинаковых элементов или приборов. Время безотказ- 
ной работы каждого элемента распределено по показа- 
тельному закону, п элементов находятся в рабочем со- 
стоянии и имеют опасность отказа, равную А, т эле- 
ментов находятся в нагруженном резерве с той же опас- 
ностью отказа ^, [ элементов составляют облегченный 
резерв и имеют опасность отказа у и, наконец, $ эле- 
ментов находятся в ненагруженном резерве и в этом 
состоянии не отказывают. 

Каждый отказавший элемент мгновенно поступает 
в ремонтное устройство, которое состоит из г ремонтных 
единиц. Каждая ремонтная единица может одновремен- 
но ремонтировать один элемент. Время ремонта эле- 
мента случайное и распределено по показательному за- 
кону с параметром в. Если все ремонтные единицы за- 
няты, то отказавший элемент становится в очередь и 
ожидает начала своего ремонта. 

Каждый отказавший рабочий элемент мгновенно за- 
меняется из нагруженного резерва, каждый отказавший 
или перешедший в рабочее состояние элемент из нагру- 
женного резерва мгновенно заменяется элементом из 
облегченного резерва, а каждый отказавший или пе- 
решедший в нагруженный резерв элемент из облегчен- 
ного резерва мгновенно заменяется элементом из нена- 
груженного резерва. Каждый восстановленный элемент 
поступает в ненагруженный резерв. Структурная схема 
системы показана на рис. 5.5.1. Система работает ис- 
правно, если число исправных элементов не меньше п. 

Обозначим через Р»„(Г) вероятность того, что в си- 
стеме в момент ї неисправно А элементов. 

Как показано в [10], работа такой системы описы- 
вается процессом гибели и размножения, причем пара- 
метры процесса (Лк и и») выражаются формулами: 


п А-4 м, если О<А= $5, 
==! (п-т А-РУ(1--$—А) если $ < Е<«$5-НЬ, 
(и--т-|- 14-5 — Е) А, если 1--6< 8 М, 
(5.5.1) 
е М если К=< Г, (5.5.9) 
гр, если >> г. 
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_ Тогда вероятность того, что в системе неисправно К 
элементов, может быть определена по формуле 


АМ + + Ма | 
Ра іа ВИ Ра, (98) 
где параметры № и і; (1=0, 1, ..., ®—1) определяются 
из условий (5.5.1) и (5.5.2). | 
т п 


Рабочие 
элементь! 


Нагруженнь!й 
резерд 
Облегченный 
резерв 
Ненагруженныц 
резерв 


Рис. 5.5.1. Схема функционирования системы с нагруженным, облег- 
ченным и ненагруженным резервами. 


Ремонтное 
/С7р0ист760 


Значения величины Ро определится из нормирующего 
условия 


м 
У Рр = 1. (5.5.4) 
60 
Вероятность того, что система работает исправно, равна 
№-п 
Ровс = У, Рв. (5.5.5) 
е0 


Вероятность того, что система находится в нерабочем 


состоянии, равна 
АРИР | — Робс- (9.0.6) 


Приведем для ряда случаев конечные формульные 
зависимости для определения вероятностей Рһ. 

а) Система состоит из и элементов. Из них (и—т) 
находятся в рабочем состоянии и т — в нагруженном 
резерве. Число ремонтных единиц (операторов) >21. 
Тогда параметры системы имеют вид 


Ав == (п — В) А, 
ир — Ки. 
233 


Вероятность того, что в системе А элементов неис- 
правно, равна 


АЕ рп А 
е ба теат (5.9.7) 


Если число ремонтных единиц (операторов) равно 
единице, т. е. г=1, то вероятность Рь определяется по 


формуле 
Е 8. п К 
Л 
эт () ева 


п 
| р \ 
П Л. 
[—=0 
б) Система состоит из п рабочих элементов и неогра- 


ниченного ненагруженного резерва. Число ремонтных 
единиц также неограниченно. Параметры системы в этом 


случае имеют вид 


А 


Вероятность того, что в системе Е элементов нахо- 
дятся в неисправном состоянии, равна 


по ПА 
та + 
Ра== = @ (5.5.9) 


Если число ремонтных единиц равно единице, т. е. 
г=1, то формула для вероятности Рь примет вид 


_[п^ \* \ 
Ра) (1 — = при й4 <}. (5.0.10) 


Определим вероятность безотказной работы в тече- 
ние времени 2 Очевидно, что система будет работать 
безотказно до момента К если ни разу до этого число 
отказавших элементов не превысило №-п. Здесь пред- 
полагается, что вначале все элементы системы исправ- 
ны. Тогда вероятность безотказной работы системы рав- 


на 
В —1—Ру выд, (5.5.11) 


где Ри_„-1(Ё) может быть определено из системы диф- 
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ференциальных уравнений, составленных для процесса 
гибели и размножения. 

Если величина М—и-] большая, то вероятность без- 
отказной работы может быть получена по формуле 


А 


Рев 7, (5.5.19) 


где Тип! — среднее время безотказной работы №М—®- 
+1 элемента. 

Для случая а) отказ системы наступает, когда число 
отказавших элементов становится равным (т--1). Тог- 
да среднее время безотказной работы системы равно 


ГАМ 1 
[а (=) еттт | 
—0 
т ‚ (6.549) 


— 


Газу 


В частности, если имеется только один рабочий эле- 


мент, то 
В 
в, (+) 
Тв = (5.5.14) 


ИЕ 
1 


Для случая б) отказ системы наступает, как и в слу- 
чае а), когда выходит из строя т +1 элемент. Тогда 
среднее время О работы выражается форму- 


ЛОЙ 
Тана у у. (№) “. 6519) 


в=п—т ЕЕ 

Пример 

На автоматизированном предприятии имеется сложный КОМП- 
лекс радиоэлектронной аппаратуры, состоящий ИЗ пяти однотипных 
блоков. Из них три (п=3) находятся в рабочем состсянии и осу- 
ществляют управление процессом производства, а два (т=2) на- 
ходятся в нагруженном резерве. 

Блоки могут выходить из строя. Среднее время безотказной 
работы равно 100 час (ы = 100 час). Вышедший из строя блок вос- 
станавливается ремонтной бригадой (7==1). Если один блок нахо- 
дится уже на ремонте и выйдег из строя еще один, то последний 
будет ожидать своего ремонта. 

Время восстановления — величина случайная и зависит от ряда 
факторов: характера неисправности, наличия запасных деталей, 
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квалификации операторов в ремонтной бригаде и др. Опыт экс- 
плуатации показал, что в среднем время восстановления равно 
10 час (вос =10 час). 

Требуется определить, что производство работает исправно. 

Решение 

1. Определяем параметры системы 


2. Вероятность того, что производство не работает, определим 
по формуле (5.5.15) | 
Робс=Ро- Р.Р», 


где величины Ро, Р: и Р, определяются по формуле (5.5.8), так 
как Г=1. 

3. Вероятность того, что нет ни одного неисправного ‘блока, 
равна 


тәул гур 2 =: 0, 732. 
1+5 +2 (>) +эг(-) 


4. Вероятность того, что неисправен один блок, равна 


=> 0,220. 
5. Вероятность того, что неисправны два блока, равна 
10. 
Рз = оз == 0,040. 


6. Отсюда вероятность безотказной работы предприятия равна 


Робс=0,732-0,220--0,040==0,992. 
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6 


НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ 
УПРАВЛЕНИЯ РАБОТОЙ СИСТЕМ 


Рассмотрим некоторые важные вопросы, связанные 
с организацией, выбором и управлением работой прибо- 
ров систем массового обслуживания. В системах, кото- 
рые мы рассматривали до сих пор, говорилось об упоря- 
доченных обслуживаниях, где заявка обслуживалась 
одним прибором. Как правило, заявки были равнознач- 
ны для приборов и обслуживались в зависимости от по- 
рядка поступления или случайным образом. 

Однако на практике довольно часто встречаются бо- 
лее сложные случаи организации работы системы, когда 
поступающую заявку начинают обслуживать либо все 
приборы, либо часть из них. Примером обслуживания 
системы с такой организацией может служить прием 
радиограмм группой радиоприемных станций. Обслужи- 
вание в этом случае заканчивается, как только одна из 
станций примет радиограмму. Другим примером может 
служить поиск геологоразведывательной партии, по- 
павшей в беду, группой вертолетов (самолетов). Задача 
поиска будет решена, как только один из вертолетов 
(самолетов) найдет потерявшуюся партию. 

Кроме задач, в которых организовано групповое об- 
служивание, встречаются довольно часто задачи с при- 
оритетными потоками. Работа таких систем организо- 
вана так, что наиболее важные заявки обслуживаются 
в первую очередь. Например, телеграмма с грифом «мол- 
ния» передается в первую очередь независимо от того, 
какое количество простых телеграмм имеется для пере- 
дачи. 

В некоторых случаях может возникнуть необходи- 
мость в определении порядка приоритетов ряда потоков, 
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поступающих в систему. Так, при организации работы 
пунктов ремонта крупных автохозяйств, имеющих раз- 
личные транспортные средства, небезразлично, какие 
машины ремонтировать в первую очередь, какие — во 
вторую и т. д., так как от этого будет зависеть эффек- 
тивность использования этих средств и прибыль, кото- 
рую получает автохозяйство. 

Работа ранее рассмотренных систем практически не 
зависела от эффективности обслуживания прибором 
заявки. Но могут встретиться случаи, когда от того, как 
будет удовлетворено требование заявки, зависит даль- 
нейшая работа прибора. Примером могут служить зе- 
нитные средства при отражении налета воздушного про- 
тивника на объект, когда непораженная цель может 
обстрелять зенитные средства и вывести их из строя. 


Рассмотрим некоторые виды организации работы 
приборов. 


6.1. Групповое обслуживание 


Как уже отмечалось, работа некоторых систем мо- 
жет быть организована так, что поступающая заявка 
обслуживается несколькими приборами. Рассмотрим та- 
кую организацию управления работой приборов, при ко- 
торой всякую вновь поступающую заявку обслуживают 
все п приборов системы и обслуживание заканчивается 
в том случае, когда один из них обслужит заявку. 

Работа системы массового обслуживания с отказами, 
в которой каждая вновь поступившая заявка обслужи- 
вается всеми приборами системы, подробно описана 
Б. В. Гнеденко. Суть ее состоит в следующем. 

Имеется п-канальная система массового обслужива- 
ния с отказами. В момент поступления очередной заяв- 
ки в систему к ее обслуживанию немедленно приступа- 
ют все и свободных приборов, причем каждый из них 
действует независимо друг от друга. Обслуживание счи- 
тается законченным, как только его закончит один из 
обслуживающих приборов, как показано в приложении 
4, эта система заменяется одинаковой по производитель- 
ности одноканальной, у которой математическое ожида- 
ние времени обслуживания определяется из зависимости 

] 


табе нана 6.1.1 

| ры фр? н 

где р; (1=1,2,.... п) — производительность і-го прибора. 
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Отсюда 
и = р. (6.1.2) 


Вероятность того, что вновь поступившая заявка бу- 
дет обслужена, равна 


1 
Р 14 9% (6.1.3) 
Р А 
где в 
Вероятность отказа в обслуживании равна 
о? 
Рок, === Гс а (6.1.4) 


Коэффициент производительности такой системы 
можно определить из зависимости 


Ко — (6.1.5) 


0 
А 
отк 
где Ротк, — вероятность отказа в обслуживании, если 


каждую заявку будет обрабатывать только один прибор. 

Пример 1 [17] 

Соединение надводных кораблей, имеющее срелства противо- 
катерной обороны в количестве и=6 единиц, подиергалось нападе- 
нию катеров противника. 

Управление организовано так, что обстогл катеров ведется 
сосредоточенным огнем всех средств ло одному катеру. Требуется 
определить процент обстреленных катеров противника в зависимо- 
сти от плотности их боевого порядка.. 

Время, необходимое одной единице вооружения на обстрел ка- 
тера, равно 0,1 мил. 

В зависимости от построения боевого порялка нападающих 
катеров условия для их обстрела меняются. Пусть плотность по- 
ступления ‘катеров в зону обстрела кораблей разная и равна 
| ^=2, 5, 10, 20 катеров в минуту. 

Тогда значения параметров будут соотвегствечно равны: 

020,2; 0,55 15 2, 
откуда приведенные значения параметра равны 
0,2. 0,5. 1.2 
6° ;6' 6° 6: 
По формуле (6.1.3) определяем вероятность того, что каждый 


катер противника будет обстрелен. Результаты расчета, выражен- 
ные в процентах, приведены в табл. 6.1.1. 


а% 


Таблица 6.1.1 


А, цель/мин 2 5 10 20 


а | н |р аннан —— 


Вероятность обстрела, % 97 92 86 75 


Если принять, что каждое средство имеёт вероятность пора- 
жения катера за стрельбу ^:==0,3, то вероятность поражения одной 
цели всеми шестью единицами за стрельбу согласно [7] равна 

Кв=1—(1-—Ю1)8=0/88. 


Отсюда средняя вероятность поражечия каждой цели будет 
равна (табл. 6.1.2). 


Таблица 6:1.2 


№, цель/мин РА 5 10 90 


Вероятность поражения, % | 85 81 76 66 


Система с ограниченным временем ожидания заявок 
в очереди. Результаты, полученные для системы массо- 
вого обслуживания с отказами, справедливы и для си- 
стемы с ограниченным временем ожидания заявок 
в очереди Їж. 

Рассмотрим л-канальную систему, обслуживающую 
простейший поток заявок плотности Л. Организация ра- 
боты приборов такая, что поступающую в систему заяв- 
ку обслуживают сразу все и приборов. Конец обслужи- 
вания, как и прежде, будет в момент окончания его 
одним из приборов. | 

Если заявка застанет приборы занятыми, то она 
становится в очередь и ожидает начала своего обслу- 
живания. Время ожидания случайное и распределено по 
показательному закону со средним значением параме- 


1 
тра \У— я . По окончании времени ожидания заявка 
ож 


покидает систему необслуженной. 

Система дифференциальных уравнений, описываю- 
щих все вероятностные состояния, как показано в при- 
ложении 4, имеет вид 


Р%. (= — АР. (0) р*Р, (0), (6.1.6) 
Р (0) = — @-ь*- зу) Р,,.(0) + 
+-АР, еа (0) 4- [8% --(8 4-1) У] Р1+ (+1) (0), $20. 
Нормирующее условие равно 
гав 1. (6.1.7) 
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Рассмотрим решение дифференциальных уравнений 
при стационарном режиме работы системы. В этом слу- 
чае дифференциальные уравнения (6.1.6) превращают- 
ся в алгебраические. ` 

В результате решения получены следующие зависи- 
мости для определения основных параметоов работы си- 
стемы массового обслуживания. 


Вероятность того, что приборы свободны от обслужи- 
вания, равна 


а, (6.1.8) 
аж А 
У 
1 Ща) 
і—0 

у 

ре 

Вероятность того, что в системе одна заявка обслу- 


живается всеми приборами, а в очереди заявок нет, 
равна 


| А 
где @&* — теа р" 


Л 
Ру Гы 
или после подстановки значения Ро из (6.1.8) получаем 
Е НИ (6.1.9) 
а® А 
рек у, Е] 
=" Ца) 


Ей, 


Вероятность того, что одна заявка обслуживается И 
в очереди находится 5 заявок, равна 


а 1-8 
П и) 
па (6.1.10) 


ов 


16—1444 | Р 


Математическое ожидание числа заявок, находящих- 
ся в очереди, определится из зависимости 


Мож= Ӱ! 5Риу (6.1.11) 


8=1 
Вероятность отказа в обслуживании заявки равна 


$ 


оо 
в | 
Розк==- о Ри ь. (6.1.12) 
=] 
Вероятность отказа можно определить и по формуле 


Ве, (6.1.13) 


Пример 2 

В бюро прогнозирования погоды поступает информация с ряда 
пунктов, производящих систематические замеры метеоданных. По- 
ток информации будем считать простейшим с плотностью А=2 
сводки информации в час. Для обработки информаций в отделе 
имеется 5 сотрудников. Время на обработку каждой сводки метео- 
данных в общем случае — величина случайная, зависящая от мно- 
гих причин. Пусть это время имеет показательный закон распре- 
деления. Как показал опыт работы, среднее значение времени об- 
работки одной сводки данных сотрудником бюро равно 1,25 час. 
Информация со временем быстро стареет. Среднее время, в тече- 
ние которого информацию еще можно использовать, равно 30 мин 
(или 0,5 час). Требуется определить процзят своевоеменно исполь- 
зованной информации, если одновременно ее начинают обрабаты- 
вать все операторы. 

Решение 


Опр еделяем параметры системы: 


+ —_ = 
ЕА 
А 2 у | 
е аа ИИ ® асе 
4° == ше 4 —= 0,5, 6 пФ бож 0,5. 
По формуле (6.1.8) определяем величину Ро: 
ууран н В 
== 0.25 0.155. 0065 ^9. 


5 ТЕНТ БОБ +. 


Вероятность того, что информация не будет использована из-за 
того, что до окончания обработки она уже потеряла свою ценность, 
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определим по формуле (6.1.13) 
| | —0,6 
Рот = 1— ПБ — 0.2. 


Таким образом, 80% информации будет использовано, остальная 
пропадет. ‘Увеличить процент использованной информации можно 
либо увеличением числа сотрудников, либо существенным уменьше- 
нием времени, необходимого одному сотруднику на обработку каж- 
дой сводки данных, за счет механизации труда. 


6.2. Обслуживание случайным числом 
свободных приборов 


Существуют системы, где вновь поступившую заявку 
обслуживает только часть всех приборов системы, ко- 
торые в силу сложившихся обстоятельств могут принять 
участие в совместном обслуживании и эти приборы до- 
водят обслуживание до конца. Примером может служить 
техническое обслуживание автомобиля, когда группе ре- 
монтников (число их в группе может быть случайным) 
ставится задача обслуживания машины, причем каждо- 
му дается индивидуальное задание. Обслуживание счи- 
тается в этом случае законченным тогда, когда все ре- 
монтники выполнят свои задания. Аналогичных приме- 
ров можно привести много. | 

Система с отказами. Рассмотрим систему массового 
обслуживания, состоящую из п одинаковых по средней 
производительности приборов. Время обслуживания за- 
явки, которое затрачивает прибор, случайное с показа- 
‘тельным законом распределения и параметром 
1 


Ёобс 


В систему поступает простейший поток заявок с пара- 
метром Л. Работа системы организована так, что посту- 
пившую заявку начинают обслуживать одновременно все 
свободные в этот момент приборы. 

Обозначим через р, (/) вероятность того, что в мо- 
мент { в системе ё приборов из п заняты обслуживани- 
ем. Тогда система дифференциальных уравнений, опи- 
сывающих вероятности состояний системы (см. прило- 
жение 4), запишется в виде 


2" (В = — (А-В) рь (0) -- (6-1) рва (0, 
СЕО РОС В 


п—1 


РВ’ (0) = — пр, (2) Е д 2, р: (2). (6.2.1) 
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Поскольку рһ(і) (Е=0, 1, ..., п) является распреде- 
лением вероятностей состояний системы, то должно вы- 
полняться условие 


е—=0 


Рассмотрим стационарное состояние системы. Тогда 
система (6.2.1) превращается в систему алгебраических 
уравнении 


(64-1) аР, = (04-р) Рь, Е = 0, 1,..., п — 1, 


п—1 
1=0 
Решая последовательно систему (6.2.3), принимая а = 
Л. 
———, Получим: 
т 7 


1. Вероятность того, что ё приборов системы заняты 


обслуживанием 
2—1 
П («+ т) 
Рь== "= Б, р==1, 9,... п. (6.92.4) 


2. Вероятность того, что все приборы свободны от 
обслуживания 


П («+ 
и ИНИНИ (6.2.5) 


пі 


3. Вероятность того, что вновь поступившая заявка 
получит отказ, равна вероятности того, что все приборы 
заняты обслуживанием 

Гози Ра 


0 
Рта (6.2.6) 
4. Вероятность того, что вновь поступившая заявка 
будет обслужена г=ир—^ приборами, равна вероят- 
ности Рь 


Р,._ъ-ъ== Ра. (6.2.7) 
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5. Среднее число приборов, свободных от обслужи- 
вания, равно 
| п—1 
№ =. (п — К) 9». 


А0 


6. Математическое ожидание числа занятых обслу- 
живанием приборов можно определить из зависимости 


№ = У! кР, (6.9.8) 
6—1 


Следует отметить, что при работе такой системы ма- 
тематическое ожидание числа занятых приборов не рав- 
но числу обслуживаемых в данный момент заявок, так 


как ряд заявок будет обслуживаться несколькими при- 
борами. 
7. Коэффициент загрузки системы равен 


8. | (6.2.9) 


п 


8. Коэффициент простоя приборов определится по фор- 
муле 


кое. (6.2.10) 


п 


Для удобства использования полученных зависимо- 
стей рассчитаны и составлены таблицы вероятностей Рь, 
которые помещены в приложении 5 (табл. 9). 


Пример 1 


Налет самолетов противника производится в некоторой полосе. 
Чтобы пройти в глубину, самолеты должны преодолеть зону ПВО, 
которая состоит из и=3 зенитных средств, более менее равномерно 
распсложенных в пределах этой полосы. В зависимости от направ- 
ления полета самолета противника в его обстреле может принять 
участие различное число зенитных средств. Зона поражения зе- 
нитных средств очень мала и поэтому, если при появлении в ней 
самолета все средства будут заняты, он пройдет безнаказанно в 
глубину. Пусть на обстрел каждого самолета зенитному средству 
требуется в среднем одна минута ЁРобе=| мин. Плотность налетаю- 


щих самолетов равна ^=2 самолета в минуту. Требуется оценить 
эффективность ПВО. 
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Решение 


Определяем параметры системы. При плотности А==2 самолета 
в минуту и Ѓѓобе=1 мин получаем 


По формулам (6.2.4) и (6.2.5) определяем вероятности состоя- 
ний системы. Результаты расчетов сведены в табл. 6.2.1. 


Таблица 6.2.1 


Е 0 | 2 3 х 
Рь 0,1 0,2 0,3 0,4 1,0 
ЕРһ 0 0,2 0,6 1.2 2,0 


Как видно из таблицы, вероятность того, что все зенитные сред- 
ства будут заняты обстрелом, равна 0,4. Таким образом, вновь по- 
явившийся в зоне ПВО самолет будет обстрелян с вероятностью 0,6. 

Определим математическое ожидание числа занятых обстрелом 
зенитных средств 

З 


М, = РРь — 2. 
==] 


Отсюда коэффициент участия зенитных средсгв в отражении 
налета равен 


2 
Кз = = 0.67. 


т. е. 67% времени каждый образец вооружения будет занят стрель- 
бой и одна треть времени может быть использована для ‘перезаря- 
жания. 

Представляет известный интерес знание среднего числа зенит- 
ных средств, которое начнет обстрел налетающих самолетов. 

На основании формулы (6.2.7) и данных табл. 6.2.1 вероят- 
ность того, что обстрел начнет: 

— одно зенитное средство равна 08-05=05, 

— два зенитных средства равна 0,2: 06=0,33, 

— все зенитные средства равна 0,1 : 0,6=0,17. 

Отсюда среднее число зенитных средств, участвующих в обстре- 
ле каждого из самолетов, которые приходятся на их долю 
(т. е. из 67% обстрелянных самолетов), равно 


Ми=0,5-2 . 0,333 . 0,17= 1,67, 


т. е. в среднем половина всех средств будет занята обстрелом одного 
самолета. 
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Система с ограниченным временем ожидания. Рас- 
смотрим систему, состоящую из й идентичных прибо- 
ров, обслуживающих простейший поток заявок плотно- 
сти Л. 

Время обслуживания одной заявки прибором явля- 
ется величиной случайной, распределенной по показа- 


Управление 


1 
тельному закону с параметром == а 
обе 


работой приборов огранизовано так, что поступающую 
заявку обслуживают все свободные приборы (если та- 
кие имеются в данный момент). Если же все приборы 
заняты, то заявка «становится» в очередь, время ожи- 
дания в которой ограничено определенным сроком, по- 
сле чего заявка покидает очередь необслуженной. Про- 
должительность ожидания будем считать случайной 
величиной, распределенной по показательному закону 
| 


їо ж 


Система дифференциальных уравнений, описываю- 
щих вероятности состояний такой системы, имеет вид: 


е 


с параметром == 


рь (0) = — (Аер) рк (0) + (8-1) врв: (0), 


О=ё=и—1, 


п—1 


В (0) = — (04-и) ра 1) 2 У рк (0) -Е 


Л 00 
-- (пр 41 У) раа (0), 
Вт (0) = — (АН иь | 5%) да (1) < 
= Ара (5-1) (0) я [2 = (5 АМ ПУ рава) (1), | 
1=5 < оо. (6.2.11) 
При этом выполняется нормирующее условие 


со 


Рассмотрим стационарное решение. Тогда система 
(6.2.11) превращается в систему алгебраических урав- 
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нений 


(+1) ь і 
п—] 
Аль Л 
п+1 пору п ят РЬ 
2=0 
А+ пы ѕу Л 
н а еу Рене аа ту Рано 
522 |. (6.2.13) 


Л У : 
Обозначив а=- И = получим решение этой 


системы уравнений: 


1. Вероятность того, что обслуживанием занято Ё 
приборов и нет очереди, равна 


1 
Пе+ 
Ра = "р, 0< Е. (6.2.14) 


2. Вероятность того, что все и приборов заняты об- 
служиванием и в очереди находится $ заявок, равна 


п —] 
(а т) 
Рив = ИР, 521. (6.2.15) 
т П +1 


ге] 


3. Вероятность того, что все приборы свободны от 
обслуживания Ру, определится из нормирующего усло- 
вия (6.2.12) 


В. 2 (6.2.16) 
"Па+”) Дет) о 
т=1 т=0 0,8 
п! + п! 


31 У (+) 


г 1 


Формулы, по которым можно определить вероятно- 
сти различных состояний системы Рһ, получились слищ- 
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ком сложными Для расчетов. Для их упрощения состав- 
лена табл. 11, которая помещена в приложении 5. 

4. Вероятность того, что заявка получит отказ в 0б- 
служивании, будет равна 


п— 1! 


П («+ т) с 


0 $48 
пі $ 


$1 (п + е6) 


р Е ЦВ: 
Пето) П сч) о 
т =! т =0 0,3 
п! Т п! 8 
= Пи ++ гр 
1—9 


о. Вероятность того, что заявка будет обслужена, 
равна 


Ребе == 1 — Роњ. (6.2.18) 


6. Математическое ожидание числа по заня- 
тых ои равно 
п 
в==1 й=0 
7. Коэффициент загрузки приборов системы опреде- 
лится из зависимости 


М 
К. = —- 


п © 


(6.2.20) 


8. Среднее число свободных от обслуживания при- 
боров 
Мо=и— М. (6.2.21) 
9. Средняя доля времени, в течение которого прибор 
свободен от обслуживания: 


Къ =. (6.2.22) 
10. Среднее число заявок, находящихся в очереди: 
Мож == У 8Р,. (0.2.39) 


&==1 
Пример 2 
На крупном строительстве имеется растворный узел по замесу 
бетона. На один замес объемом 10 м? затрачивается в среднем около 
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двух часов. После того как бетон готов, он выливается в ковши, 
из них производится загрузка автомашин-самосвалов. В самосвал 
вмещается 2 м? бетона. Загрузка производится автоматически, по- 
этому временем загрузки можно пренебречь. Бетон выдается в пер- 
вую очередь машинам, снабжающим данную стройку. Всего на пе- 
ревозке бетона на этой стройке занято четыре самосвала (п=4). 
Если же машин с данной стройки для погрузки бетона в момент 
окончания замеса нет, то ожидают в течение двух часов. Если за 
это время не придет ни одной машины данной стройки, то бетон 
выдается другим организациям. После того как из какого-либо 
очередного замеса загружено некоторое количество машин этой 
стройки, остаток также отдается другим организациям. На один 
рейс самосвал затрачивает в среднем около одного часа. 

Определить: а) какое количество бетона будет израсходовано 
на свою стройку; б) среднюю загрузку и простой самосвалов. 


Решение 
Определим параметры системы: 
| | 0,5 
А = -5- = 0,5, = == т, а= р = 0,9, 
| 0,5 


а) Величины Рь в данной задаче определяют вероятность того, 
что 1—№ машин данной стройки возьмут бетон из замеса. Тогда 
среднее количество бетона, которое берется из любого замеса для 
стройки, определится по зависимости 


п—] 
Мор == 2 у. (п — ®)Рь м. 
2—0 


По параметрам а= 0,5; В=0,5 и п=4 из табл. 1] приложения 
5 определим величины Рһ, которые приведены в табл. 6.2.2. 


Таблица 6.2.2 


———=————- 


дд КтВЙг—Ю—»—»м=м 


Рь 0,401 | 0,201 | 0,150 | 0,125 | 0,123 | 1,00 
("—Е)Рь| 1,604 | 0,603 | 0,300 | 0,125 2,630 
ЕРь 0 0901 | 0,300 | 0,375 | 0,492 | 1,368 


Используя данные табл. 6.2.2, получим 
Мсер=2 · 2,632 =5,3 а 
Таким образом, немного более половины бетона из каждого за- 
меса будет идти на стройку, а остальное (т. е. около 4,7 т) заберут 
другие строительные организации. 
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б) Средняя загрузка самосвалов определяется по формуле 
(6.2.20) 


г. е около 34% машин стройки используется для перевозки бетона, 
а остальное время будут ‘простаивать в ожидании. Следовательно, 
коэффициент использования машин недосгаточен и необходимо при- 
нять меры к его повышению. 


6.3. Учет противодействующих факторов 
со стороны заявок 


Нередко возникают ситуации, когда необслуженная 
полностью заявка может остановить работу прибора. 
Особенно много примеров можно привести из области 
военного дела (система ПВО, противокатерная оборона 
ит. д.), когда непораженная цель, достигнув объекта, 
поражает его, а вместе с объектом и средства обороны. 

В ряде практических задач возникает необходимость 
определить среднее число полностью обслуженных за- 
явок до того момента, пока хотя бы одна покинет си- 
стему необслуженной. Например, если происходит об- 
работка изделий на конвейере, то необходимо знать, 
какое число изделий при заданной скорости движения 
конвейера будет обработано полностью и какое число 
изделий может сойти с конвейера неполностью обра- 
ботанных (или проверенных). 

Покажем подход к определению зависимостей рабо- 
ты такого рода систем.. 

Имеется одноканальная система массового обслужи- 
вания, в которую поступает регулярный поток заявок 
с интервалом 4 единиц. Обслуживание первой заявки 
начинается в момент, когда время пребывания ее в си- 
стеме осталось равным К единиц. Время одного акта 
обслуживания случайное и вероятность того, что это 
время имеет длительность т единиц, равна рд", 
где т=1, 2, ... В результате каждого акта обслужива- 
ния потребности заявки удовлетворяются полностью 
с вероятностью А. 

Если в результате первого акта обслуживания потреб- 
ности заявки не были удовлетворены полностью и еще 
не истекло время пребывания этой заявки в системе, то 
производится повторное обслуживание и т. д. После то- 
го как в результате одного из актов обслуживания по- 

95] 


гребности заявки полностью удовлетворены, начинает 
обслуживаться следующая. Требуется определить веро- 
ятность того, что до момента, когда какая-либо заявка 
покинет систему необслуженной до конца, потребности 
п заявок были удовлетворены — Р (и, Ё). 

Величину Р(п, А) можно также трактовать как веро- 
ятность того, что будет полностью обслужено подряд 
п заявок, если первая начала обслуживаться в момент, 
когда ей осталось находиться в системе А единиц вре- 
мени. 

Она равна 


Рій, у= (ЮР)” (1 — рР)к+"(4-1) х 


у В пй — 1) 


п [А4 п (2—1) (6.8.1) 


_ Математическое ожидание числа полностью обслу- 
женных заявок, если всего на обслуживание поступи- 
ло № заявок, равно 


№—1 №1 
ты = У ір Юу УР, |. (6.3.9) 
== 1—0 А 


=] 


Коэффициент эффективного использования системы 
определится из соотношения 


Каф = 5р. (6.3.3) 


Пример 


На конвейере, скорость движения которого 2 м/мин, располо- 
жены изделия на расстоянии 2 м друг от друга. Автомат, 
стоящий на конвейере, производит настройху изделий. Время на- 
стройки зависит от ряда факторов: качества изделия, рассогласо- 
вания контура и т. д. Примем, что закон распределения времени 
настройки имеет вид рд"-!, где т=1, 2... мин и р= 0/7. 

Изделия на конвейере расположены партиями по 5 шт. Между 
партиями интервал 5 м. 

Вероятность того, что изделие будет соответствовать своим 
техническим характеристикам в результате выполнения настройки, 
равна А=1. Определить, какой процент паэтий будет обрабаты- 
ваться своевременно, не вызывая задержек конвейера. Е 

Решение | 

Если очередное изделие не будет настроено до того, как по- 
дойдет следующее, т. е. за одну минуту, то производится останов 
конвейера для того, чтобы закончить настройку этого изделия, 
после чего он опять пускается. Из условай задачи известно, что 
после того, как пройдет последнее изделие партии (т. е. пятое), 
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через 5 м:2 м/мин=2,5 мин поступит первое излелие следующей 
партии. 
‚ На настройку одного изделия в среднем затрачивается 


со 
У, трд"-1 = 1,43 мин. 
1—1 
Значит, после настройки последнего изделия имеется еще в за- 


пасе 
25 мин—1,43 мин= 1,07 мин. 


Это время может быть затрачено на остановки конвейера в том 
случае, если некоторые изделия не будут своевременно настроены. 

Определим, на какое в среднем время будет останавливаться 
конвейер. Приближенно это можно определить следующим обра- 
зом. | 

Изделия в группе поступают через 1 мин, а среднее время 
равно 1,43 мин. Следовательно, на задержку в среднем будет ухо- 
ДИТЬ 

1,43 мин—1 мин= 0,48 мин. 

Отсюда следует, что можно произвести не более двух остано- 
вок, так как 1,07 : 0,43=2,5. 

Определим вероятность того, что будет сделано более двух 
остановок. Это произойдет, если: 

а) после настройки каждого изделия будет производиться оста- 
новка; вероятность этого события равна 


[Р (0,1) Г; 


б) если первое изделие настроено без сстанозки, а после вто- 
рого, третьего и четвертого были задержки 


Р, 1)[Р (0, 101" 


таких комбинаций может быть 3; 
в) если после каждого из трех первых изделий необходимо 
производить остановку 


[Р (0, 1) 901—2 (0, 1)1. 


Таким образом, вероятность того, что все изделия не будут 
своевременно настроены до поступления очередной партии, ‘равна 


Юн=[Р (0, 1)“ ЗР (1, 1) [Р (0, 1) $-[Р (0, 1) 81-—Р (0, 1)]. 


Определим вероятности Р(0,1) и Р(1,1) по формуле (6.3.1). 
Параметры системы равны: 


2 
й= —5-=1, 4=1—Р =0,3. 
Тогда 
Р (0,1) = (1—0,7) =0,3, 
Р(1,1) =0,7 (1—0,7) =0,21, 
откуда 


Юн=0,0081--0,0171--0,0189 =0,0441. 


Значит, около 95,6% партий будет обрабатываться своевремен- 
но и только 4,49 партий задержат работу конвейера, 
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6.4. Эффективность полного обслуживания 


При анализе работы систем массового обслужива- 
ния с отказами или с ограниченным временем ожида- 
ния становится ясно, что не все пришедшие в систему 
заявки обслуживаются. Часть из них получает отказ. 
Иногда очень важно знать, сколько заявок будет пол- 
ностью обслужено, прежде чем некоторые из них полу- 
чат отказ. Это качество системы массового обслужива- 
ния наиболее явно проявляется в военном деле. Возь- 
мем для примера функционирование системы ПВО объ- 
екта при отражении воздушного налета. При современ- 
ном развитии ядерного оружия даже прорыв одиноч- 
ного самолета-носителя ядерного оружия может стать 
роковым для прикрываемого объекта. Поэтому важно 
оценить, какова вероятность прорыва самолета к объ- 
екту. 

Решение подобных задач рассмотрим на системах 
с обслуживанием заявок группой приборов по примеру 
тех систем, которые уже описаны в первых двух пара- 
графах этой главы. | 

Эффективность системы с отказами. Примем, что 
в результате обслуживания заявки одним прибором ее 
потребности удовлетворяются с вероятностью №. В во- 
енном деле это равносильно тому, что, участвуя в отра- 
жении налета, зенитное средство в результате обстрела 
поразит самолет с вероятностью К. 

Рассмотрим систему с отказами, где работа прибо- 
ров организована так, что поступающую заявку начи- 
нают обслуживать все свободные в этот момент при- 
боры. Для этой системы была (см. & 6.2) определена 
вероятность того, что вновь поступающая заявка будет 
обслужена г=и—^ приборами; эта вероятность равна 

Р.—п-к=РЬь. 

Исходя из этого, вероятность полного обслуживания 
№ заявки в этой системе, если один прибор полностью 
обслуживает с вероятностью Л, равна [17] сумме произ- 
ведений вероятностей состояний системы и условных 
вероятностей полного обслуживания при соответствую- 


щем состоянии системы 
п—1 


И, = У [1 —— (1 — А) 8 Рь, (6.4.1) 
к—=0 
где Р, определяется по формуле (6.2.4). 
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Эффективность системы с ограниченным временем 
ожидания в очереди. Для системы с ограниченным вре- 
менем ожидания в очереди произведения вероятностей 
состояний системы на условную вероятность полного 
обслуживания при соответствующем состоянии системы 
равны: 

при ^< и 

а - 
при > 
п—] 
1-Р У Р, | , 


Р =0 


где Р, определяется по формулам (6.2.14), (6.2.15). 
Здесь сделано естественное предположение, что за- 
явку из очереди (при наличии таковой) на обслужива- 
ние принимает только один прибор, так как вероятность 
одновременного освобождения от обслуживания двух и 
более приборов является величиной очень малой. 
Отсюда вероятность полного обслуживания равна 


п—1 


= У, Р, 1 — (1 — К)" 


й—0 
п—1 
11Р УЧР |К. (6.4.9) 
0 


Для удобства использования формул (6.4.1) и (6.4.2) 
рассчитаны и составлены табл. 10 и 12, которые поме- 
щены в приложении 5. 

При выводе вероятностей Рһ (см. $ 6.2) предполага- 
лось, что время обслуживания прибором заявки слу- 
чайное с показательным законом распределения. Одна- 
ко, как показали исследования, проведенные методом 
статистических испытаний, результаты, получаемые по 
зависимостям (6.1.4), (6.1.5), (6.2.4) — (6.2.6) и (6.4.1), 
(6.4.2), справедливы и для тех случаев, когда распреде- 
ления времен їобс И ѓож подчиняются иным законам, но 
с конечными и равными математическими ожиданиями. 

Для иллюстрации в табл. 6.4.1 и 6.4.2 приведены ре- 
зультаты некоторых вариантов расчетов при ѓож=0 и 
Їож 50 соответственно. 
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Табл ица 6.4.1 


Варианты 
Закон распределения 

Ё бс П=9; а=1; | п=4; 0==0,5; п=10; “=5; 

0,4 ° В=0,5 В=0,75 

По формуле (6.4.1) 0, 35 0, 74 0,58 

Релея 0,38 ВЕ 0,54 

Равномерный 0,34 0, /3 0,56 

‚ормальный усе- 0,37 0,72 0,53 

ченный 
Постоянное значе- 0,32 0,75 0:97 
ние 
Таблица 6.4.2 
Варианты 
Закон распределения 
времени іобс и Тож =; о==1; В==0,5; |8==3; о==0,5; 80,3: и=5; а=5; 6-1; 
2—0, 5 О.Г ==0, 
По формуле (6.4.2.) 0,52 0,88 0,25 
Релея 0:5] 0,87 0.25 
Равномерный 0,29 0,86 0,26 
Нормальный усе- 0,50 0,88 0,29 
ченный 
Постоянное значе- 0:09 0,87 0,26 
ние 


Сравнительная оценка организации работы систем и 
граничные значения. При рассмотрении систем, работа 
которых организована так, что обслуживать заявки мо- 
гут несколько приборов, возникает вопрос: насколько 
целесообразна такая организация и в каких условиях 
ее применять? Бо 

Чтобы ответить на этот вопрос; проведем сравни- 


тельную оценку. Для этого разделим системы на два 
типа. 

Под системой массового обслуживания первого типа 
будем понимать такую, управление которой осущест- 
вляется так, что поступившая заявка обслуживается 
только одним прибором даже при наличии нескольких 
свободных. 
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Для этой системы вероятность полного обслужива- 
ния равна | 
и, (1— Р.) (6.4.3) 


Я ОТК; 


где м вероятность отказа в обслуживании; 


Р — вероятность выполнения необходимых функций 
[при обслуживаниа заявки одним прибором. 


Для системы с отказами Р „„ определяется по формуле 


отк, 
‚ Эрланга, Га для системы с ограниченным временем ожида- 
ния — по формуле (4.1.4). 

Под системой массового обслуживания второго ти- 
па будем понимать систему, управление которой органи- 
зовано таким образом, что каждая поступающая заявка 
обслуживается всеми свободными в данный момент при- 
борами. 

Вероятность полного обслуживания такой системы 
определяется по формулам (6.4.1) для системы с отка- 
зами и (6.4.2) для системы с ограниченным временем 
ожидания. 

Сравнительную оценку рассматриваемых систем про- 
ведем с учетом изменения различных параметров и по- 
кажем, в каких случаях выгоднее применять тот или 
иной тип системы. | 

Влияние вероятности обслуживания одним прибо- 
ром № найдем, если приравняем полные вероятности 
обслуживания 

У д, = МА. (6.4.4) 


В результате разрешения этого равенства относи- 
тельно № получим его критическое значение, которое 
обозначим Рур. Смысл вероятности Ккр заключается 
в том, что если Ю»<Ю, то выгоднее применять систему 
первого типа, при этом вероятность полного обслужива- 
ния будет выше, а если Юнр>К, то — систему второго 
типа, для которой вероятность полного обслуживания 
будет больше. 

При п=2 для системы с отказами получается сле- 
дующая зависимость для Ар: 


2 + < 
Кур = ров, (6.4.5) 
где а= АГобс. 
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_ Для системы с ограниченным временем ожидания 
в очереди и при л2>5 для системы с отказами опреде- 
лять Рр Из равенства (6.4.4) следует численными ме- 
тодами. 


А \ 


0 2 4 б а 


Рис. 6.4.1. Зависимость вероятности Ккр от параметра а для системы 
с отказами. 


А кр 
їож 0 
Я 75 = 0,5 
Л=5 
0.50 4 
3 
[1.25 Ы 
РНИ ННН ПЦНРНИЦНЦНЦБЕНИНОРАЕНАРОНЦРОЦОНОННУНРИННЦИНРНИНИЕ ЦИС. А 
0 2 4 б а 


Рис. 6.4.2. Зависимость вероятности Акр от параметра о для системы 
с ограниченным временем ожидания. 


На рис. 6.4.1. и 6.4.2 показана зависимость Кьр от 
параметра’ а для ряда значений п. Графики, изображен- 
ные на этих рисунках, показывают, что если точка 
с координатами А и о лежит ниже линии Кьр, то целе- 
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сообразнее применить второй тип управления работой 
системы, если выше — то, наоборот, первый тип. 

° Таким образом, при организации работы системы 
необходимо прежде всего определить те значения пара- 
метров, при которых целесообразно менять управление 
работой, чтобы получать максимальную эффективность 
от имеющихся в системе приборов. Изложенный выше 
метод сравнительной оценки эффективностей работы 
системы массового обслуживания позволяет в ряде 
случаев определить наиболее выгодный способ органи- 
зации работы приборов и выработать требования к уп- 
равлению в зависимости от изменения потока заявок 
либо эффективности отдельных приборов. 

Применение полученных результатов покажем на 
примере, приведенном в [17]. 


Пример 

Пусть четыре автономных зенитных комплекса (п=4) прикры- 
вают объект от воздушного противника. Предположим, что время 
стрельбы комплекса по одной цели ѓосс=1 мин, а вероятность по- 
ражения цели одним комплексом за стрельбу А=(,7. Требуется 
определить вид управления системой, обеспечивающий максималь- 
ную эффективность отражения воздушного налета противника. 


Решение 

Задавая ряд значений плотности налета А, по формуле (6.4.1) 
определяем вероятность поражения каждой цели, участвующей 
в налете, в зависимости от плотности, когда управление организо- 
вано так, что по появляющейся цели сосредоточивают огонь все сво- 
бодные от стрельбы комплексы. Результаты расчета представлены 
на рис. 6.4.3 пунктирной линией. Сплошной линией показана ве- 
роятность поражения цели в том случае, когда каждая появляю- 
щаяся цель обстреливается только одним комплексом даже при на- 
личии нескольких свободных. Эта вероягность вычислялась по 
формуле (6.4.3). 

На рис. 6.4.3 видно, что при плотностях налета больше 1,24 са- 
молета в минуту в данном случае выгоднее применить управление 
первого типа, т. е. обстреливать каждую поязляющуюся цель толь- 
ко одним комплексом. Если же налет совершается с меньшей плот- 
ностью (для данного примера меньше 1,24 самолета в минуту), то 
наибольший эффект дает сосредоточение огня всех свободных ком- 
плексов по каждой появляющейся цели, т. е. выгоднее применить 
управление второго типа. 


Приведенный пример носит иллюстративный харак- 
тер, однако из него видно, что использование методов 
теории массового обслуживания позволяет не только 
определять параметры, характеризующие функциониро- 
вание системы, по и проводить анализ и выбирать наи- 
более выгодный вид управления системой в зависимости 
от конкретных условий, определять необходимые пара- 
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метры системы для заданных условий и с учетом эко- 
номических показателей прогнозировать целесообраз- 
ность вида организации работы. 


о 


075 


0,50! 


025 
0 | 7.24 2 4 ба 


Рис. 6.4.3. Влияние способа управления на эффективность. 


6.5. Работа системы по обслуживанию заявок 
группой приборов в нестационарном режиме 


Выше были рассмотрены системы, в которых работа 
приборов была организована так, что обслуживание 
вновь поступившей заявки начиналось либо всеми при- 
борами, либо частью приборов, свободных в момент 
прихода заявки. Для оценки качества функционирова- 
ния этих систем в стационарном режиме были получены 
конечные зависимости. Однако не всегда отрезок време- 
ни, в течение которого рассматривается работа систе- 
мы, достаточно велик, чтобы в системе установилось 
стационарное состояние. Если отрезок невелик, то при- 
нятие гипотезы о стационарности процесса в системе 
может привести к ошибке. Определим ошибку из-за того, 
что принято допущение стационарности процесса, на 
примере системы с отказами, состоящей из двух прибо- 
ров (п=2). Пусть на два однотипных прибора с време- 
нем обслуживания, распределенным по показательному 
закону с параметром и, поступает простейший поток 
заявок с плотностью А. При поступлении новой заявки 
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обслуживание одновременно начинают все свободные 
приборы. Введем следующие обозначения: 
° Ро(Р) — вероятность того, что в момент времени і 

приборы свободны от обслуживания, 

Р.(Р) — вероятность того, что в момент времени ѓ 
один из приборов занят обслуживанием, 

Р.(Т) — вероятность того, что в момент времени { 
оба прибора заняты обслуживанием. 

Систему дифференциальных уравнений, описываю- 
щих все состояния системы, запишем в виде: 


Йо (2) БЕ Ар, (2) -|- №01 (2), 
р. (0) = — (24 в) р, (0 -- 28р, (0), (6.5.1) 
р", (0) = — 2р, (0) 4- Ар, (0)--Ар, (1. 


Нормирующее условие равно 
Ро (Е) + ра (Е) + р2 (РЁ) =1. (6.5.2) 
Начальными условиями для решения уравнений при- 
мем 
ро(0) =1, р1(0) =р>(0) =0. 


Решение системы (6.5.1) дает следующие формулы для 
определения вероятностей состояний системы: 

1. Вероятность того, что все приборы в момент вре- 
мени свободны: 


Е 2р? А. — (+25) і —(\ +в) Е 
Ро — тра КЕ а. 
(6.5.3) 
где 
Ш Ав + 202 9 
: (А-В (А+ 2) 7 Аь 


2. Вероятность того, что в момент времени # оба 
прибора заняты обслуживанием: 


Л. Л г — 0+2) Е | 
Е ттт (6.5.4) 
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З. Вероятность того, что в момент времени #{ один 
прибор занят обслуживанием: 


_ 2р (Ар) Ё 
Р. (0) в) эы) ое" 


+= 27-6 ГЫ (6.5.5) 


На рис. 6.5.1 представлен вариант расчета вероят- 
ностей состояний системы в зависимости от длительно- 


Р(2) 
10 


20 (1) 


0,5 


033 


Рис. 6.5.1. Зависимость вероятностей состояний системы от длитель- 

ности процесса при А=1 и и=1. 
сти процесса, полученных для значений параметров 
А=1 и п=1. Для сравнения на рисунке пунктирными 
линиями показаны результаты, полученные для тех же 
исходных данных в предположении стационарного про- 
цесса. Как видно из рис. 6.5.1, процесс устанавливается 
довольно быстро и уже при Т 97088 результаты прак- 
тически совпадают. 
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Абсолютные ошибки определяются для различных 
состояний системы из следующих соотношений: 


М, = ра) — рь р.-е 0+9 — 
с е #208, (6.5.6) 

М, = р: (И — р, = о. е 0+2 — 
== оные (6.5.7) 
М. = р, (В — р == — е с". (6.5.8) 


Относительная ошибка равна: 
— для вероятности того, что оба прибора свободны 


от обслуживания: 
АМ,= 5°; (6.5.9) 
0 


— для вероятности того, что один прибор занят об- 
служиванием: 
М 
А/М, = р (6.5.10) 
1 
— для вероятности того, что оба прибора заняты об- 
служиванием: 


| и 
АМ, =. (6.5.11) 


На рис. 6.5.2. представлены зависимости абсолют- 
ных ошибок от величины а, рассчитанные при 7 = 0,5. 
Из рис. 6.5.2 видно, что ошибка вначале возрастает, 
а затем при дальнейшем увеличении а уменьшается. 
При больших значениях а ошибка от допущения ста- 
ционарности процесса становится практически незначи- 
тельной. 

Для проведения практических расчетов при анализе 
работы двухканальной системы с отказами можно ис- 
пользовать формулы, полученные для стационарного 
режима, и полученный результат исправлять в зависи- 
мости от длительности процесса работы системы. В этом 
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Рис. 6.5.2. Зависимость абсолютных ошибок Мо, М, и М» от величи- 


ны параметра с при Г==0,5обе . 


Таблица 6.5.1 


ТНобс 
0,01 0,1 0,5 1 2 З 
ПИ ПЕ ИИ ИЕ ПЕ а 
0, 133 0, 124 0,088 Го 0,055 0,019 0,007 
0, —0 086 | —0,072 | —0,049 | 0,019 |—0,00 
—0.046 | —0,038 8, ‚016 | — 0,006 
0,462 0,418 0, 258 0. 132 0,032 0,007 
—0,267 | —0,262 | —0,200 | —0,116 | —0,031 |—0,007 
—0,195 | —0,156 | —0,058 | —0,016 | —0,001 
0,657 0,572 0, 294 0, 119 0,018 0,003 
—0,333 | 0,3925 | —0,216 | —0,102 | —0,017 |—0,002 
—0,324 | —0,247 | —0,078 | —0,017 | —0,001 |—0,001 
0,904 0,559 0,062 0,003 
—0,238 | —0,205 | —0,040 | —0,002 
—0,666 | —0,354 | —0,022 | —0,001 
0,890 0,354 0,025 
—0,151 | —0,103 | —0,021 
—0,739 | —0,251 | —0,004 
можно рассчитывать по фор- 


случае вероятности р: (#) 


муле 
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р: (1) =Р.+М;, 


где Р; — вероятность Г-го СОСТОЯНИЯ 00, 1, 2), ВЫ: 
численная по формулам, полученным для ста- 
ционарного режима; 
М; — абсолютная ошибка. 
Величину М; можно определить по табл. 6.5.1. 


6.6. Выбор последовательности приоритетов, 
максимизирующей вероятность полного 
обслуживания 


В различных научно-исследовательских организа- 
пиях довольно часто используются разные устрой- 
ства по сбору и обработке информации, которая имест 
различную ценность и необходимое время на свою об- 
работку. При этом возникает вопрос, как организовать 
работу системы сбора и обработки информации, чтобы 
извлечь максимум информации из потоков сообщений 
разной интенсивности, длительности и значимости при 
условии, что поступающая информация, если заняты 
обрабатывающие ее приборы, теряется. Аналогичные 
задачи могут возникнуть и в других областях человече- 
ской жизни. Например, при организации работы круп- 
ной торговой организации следует учитывать потреб- 
ность в том или ином товаре в данное время года, спрос 
населения или организаций и другие факторы. 

Подобные задачи встречаются и в военном деле. 
Например, на некоторый пункт управления поступают 
различные потоки информации. Для каждого вида ин- 
формации требуется различное время на обработку и 
принятие по ней определенного решения. При этом 
штаб стремится так организовать работу, чтобы сум- 
марная ценность всех принятых решений по поступив- 
шей информации была максимальной, т. е. стремятся 
максимизировать выражение | 


№ 

Ф. . 7 ' 
ру а;А47;, 1 — 1, а. 0% М, 
{= 


где а; — ценность информации 1-го типа; 
^; — плотность потока информации і-го типа; 
л; — вероятность полного обслуживания информа- 
ции из і-го типа потока; 


М — число типов потоков. 
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Решение такой задачи при разных значениях а; для 
каждого потока чналитическим путем пока не представ- 
ляется возможным. 

Для удобства и облегчения понимания читателями 
методов подхода к решению подобных задач мы рас- 
смотрим частный случай общей задачи, решение кото- 
рого предложено в [3], а именно для равноценной ин- 
формации. 

Пусть на вход одного обслуживающего прибора без 
устройств памяти (система с отказами) поступает М 
простейших потоков. Интенсивность каждого потока 
М1, 2, зы №. 

Длительность обслуживания заявки і-го потока прибо- 
ром— величина случайная, распределенная по показательному 


закону с параметром = 


Я ‚ Де ИРА ‚вы среднее время 
обс; 1 


обслуживания заявки і-го типа. Ценность каждой за- 
явки характеризуется некоторой величиной а. 

При этом в системе вводится приоритет для каждого 
типа потока, по которому предоставляется право перво- 
очередного обслуживания заявок из потока с меньшим 
номером. Значит, если в момент поступления заявки 
ј-го потока прибор занят обслуживанием заявки 1-го по- 
тока, причем ј</, то последняя замещается вновь при- 
шедшей заявкой. 

Требуется так организовать работу системы и вы- 
брать последовательность приоритетов (пронумеровать 
потоки), чтобы в установившемся режиме максимизи- 
ровать суммарную ценность всех полностью обслужен- 
ных заявок в единицу времени, т. е. максимизировать 
выражение | 

м 
У адд .\ (6.6.1) 


і =] 


Выражение (6.6.1) можно представить в виде 


М 
Л 
ал, У а= т. ==ал, Рио, (6.6.9) 


і —] 


где Рио — вероятность полного обслуживания заявки из 


М 
суммарного потока с интенсивностью А, = У, 24. 
01 
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Отсюда видно, что задача сводится к определению 
последовательности приоритетов, которая максимизи- 
рует вероятность полного обслуживания заявки из сум- 
марного потока Рио. Это объясняется тем, что все заяв- 
ки имеют равную ценность, и поэтому безразлично, ка- 
кая заявка будет обслужена, главное, чтобы вероят- 
ность полного обслуживания была максимальной. 

Введем обозначения: | 

ро(#) — прибор свободен от обслуживания в мо- 
мент #, 

р:(Ё) — прибор в момент Е занят обслуживанием за- 
явки из і-го потока. 

Обозначим. потоки номерами от [ до М (1=/%2Л). 
Тогда система дифференциальных уравнений, описы- 
вающих вероятности состояний системы, запишется 
в виде: 


м 0= 5 др, (1) 04-ы 0, 
а 


=, 


М 
Р, (0) = — њр, (0) -- Ро (а, У, рт (2), 
е 
е 
р’) = У (0 4-а) р: (04-р, (0) А у р»(1), 
| = при 2<1< М, Еш 


№1 
р) =— У (а, ви) рь (0 А-А р, 0. (6.6.3) 
р 
Для стационарного режима работы система (6.6.3) 
ан“ в систему алгебраических уравнений: 


Еу д;Р, + Ур, === (), 


1, Ё ==] 


\ 
Р. АР, А У Р, =0, 
Ро { 
і —1 М | (6.6.4) 
У, Бъ) РАР, У Р,=0, | 
=] а 
при ее 
№1 
== Ӱ. (атра А, Р. =0. 
ГЕЈ ) 
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Нормирующее условие имеет вид 


М | 
У, Р;= 1. (6.6.5) 


1 ==0 


Подробное изложение хода решения системы (6.6.4) 
читатель найдет в [3], мы приведем лишь конечные ре- 
зультаты. 

1. Вероятность того, что прибор свободен от обслу- 
живания, будет равна: 


И р ный (6.6.6) 


{=1 


і 
где ЛА = УА, і—1,9,..., №; 
г] 


й =0, 


2. Вероятность того, что прибор занят обслужива- 
нием заявки из і-го потока, определится из зависи- 
мости 


і 
2 № И А-1 + Ве 
аатта нее ее р 


Гі 


Интересно отметить, что, как видно из равенств 
(6.6.6) и (6.6.7), вероятность Ро зависит от параметров 
№ и џи; всех № потоков, а вероятность Р; — только от па- 
раметров потоков от 1-го до і-го включительно. 

В частности, для потока с высшим приоритетом, т.е. 
1-го потока, вероятность обслуживания его любой за- 
явки будет выражаться известной формулой Эрланга 
для одноканальной системы 


Р == № (л,4- ра) =. 
ы (Ле в) (Ло А) 


Лр; А; 


—. 


в ыы) Мы 


Знание стационарных вероятностей состояний систе- 
мы дает возможность вычислить вероятность полного 
обслуживания заявки из і-го потока (л:) и вероятность 
полного обслуживания заявки из суммарного пото- 
ка (Ро). 
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3. Вероятность полного обслуживания заявки і-го 
потока будет зависеть от вероятности того, что заявка 
из і-го потока будет принята к обслуживанию Робеғ, И 
вероятности того, что принятая к обслуживанию заявка 
из і-го потока за время обслуживания не будет поте- 
ряна Ръш. 

Следовательно, вероятность полного обслуживания 
заявки из і-го потока будет равна произведению этих 
вероятностей 


л; = Робе Ры. (6.6.8) 


4. Вероятность того, что заявка из 1-го потока будет 
принята к обслуживанию, определится из равенства 


Робс =1— 2, р. (6.6.9) 


=] 


В свою очередь вероятность того, что принятая к об- 
служиванию заявка из 1-го потока за время обслужи- 
вания не будет потеряна, может быть записана в виде 


Раш = [6 ее. (6.6.10) 
0 


Отсюда вероятность полного обслуживания заявки 
і-го потока будет равна 


1 
ыы ‚УР. (6.6.11) 
РЕ] , 
где ар. 
Б 
о. Вероятность полного обслуживания заявки из 
суммарного потока Рьо можно определить по формуле 


№] л 
Рио = У) г п, 


==] 


которая после подстановки значения л; из (6.6.11) бу- 
дет иметь вид | 


М 
Рао = В, (6.6.19) 
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Таким образом, вероятность полного обслуживания 
заявки из суммарного потока равна вероятности того, 
что прибор будет свободен от обслуживания. 

Рассмотрим теперь основной вопрос о том, какую 
 последовательность приоритетов в обслуживании зая- 
вок следует установить, чтобы вероятность полного об- 
служивания заявки из суммарного потока была макси- 
мальной. Как показано в [3], оказывается, что независи- 
мо от интенсивности поступающих потоков право 
первоочередного обслуживания должно предоставляться 
той заявке, среднее время обслуживания которой мень- 
ше или интенсивность обслуживания больше, т. е. нуж- 
но установить приоритеты потоков в таком порядке, 
чтобы 


Ца 22 и из жж 22 Цу. (6.6.13) 


Известный интерес представляет сравнение следую- 
щих вариантов организации обслуживания: 

а) обслуживание производится с выбором приорите- 
тов согласно правилу (6.6.13); 

б) обслуживание производится с выбором приорите- 
тов. в обратном порядке, чем указано в (6.6.13); 

в) обслуживание производится без приоритетов. 

При сравнении этих вариантов организации обслу- 
живания получаем, что максимальная вероятность об- 
служивания заявки из суммарного потока будет в ва- 
рианте а), наихудшая —-в варианте б), а для варианта 
в) — промежуточная, т. е. 

Р зрә р”. (6.6.14) 
по по 


по 


Из выражения (6.6.14) видно, что равенство возмож- 
но лишь в случае, когда все и; равны (№=и). Тогда 
все системы с приоритетами эквивалентны системе без 
приоритетов и 


а) р) _ рб) __ р. 
тет с 


Из сказанного можно сделать выводы: 

1) при правильном выборе последовательности при- 
оритетов система с приоритетами лучше, чем система 
без них, однако последняя может оказаться лучше си- 
стемы с приоритетами, если выбор последовагельности 
приоритетов осуществлен неправильно; 
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2) правило выбора наилучшей последовательности 
приоритетов онределяется соотношением (6.6.13). 

Математическое ожидание числа заявок, обслужен- 
ных из і-го потока за время Т, равно 


М аи Вы, (6.6.15) 


Коэффициент простоя системы будет равен вероят- 
ности того, что система свободна от обслуживания, т. е. 


Ка= Ро. | (6.6.16) 


Математическое ожидание общего числа заявок, об- 
служенных за время Г, равно 


МЕ М 
М абш Е. У; Ат; вар У; Р. (6.6.17) 


21 =} 


Коэффициент, сравнивающий возможности системы 
по обслуживанию заявок ]-го потока по сравнению с за- 
явками 1-го потока, равен 


Ки 22. (6.6.18) 


Пример 1 

На информационно-логическую машину поступает пять Типов 
потоков информации (№=5). Каждый поток является простейшим 
с плотностью: 


М=1; №=9;: Аз=0,5; \№=1,5 и №=3. 


Время обработки поступающей информаций показательное со 
средним временем соответственно: 


Їобе1= 1; Їобс2=2; Їобсз = 0,5; 105с2= 2,0; Гобз5= 0,67. 


При обработке поступающей информации управляющая про- 
грамма осуществляет выбор порядка обслуживания информации. 
При составлении управляющей программы требуется определить: 
а) порядок приоритетов среди потоков так, чтобы в результате 
работы машины было обслужено наибольшее количество посту- 
пающей информации, б) вероятность полной обработки информа- 
ции каждого типа, в) вероятность полной обработки информации 
из общего потока. 


Решение 


Эта задача эквивалентна только что рассмотренной с выбором 
приоритетов, обеспечивающих максимальную вероятность полного 
обслуживания информации из суммарного потока. :Іоэтому можно 
для решения использовать зависимости, лолученные выше. 


21| 


Определим параметры системы: 


5 
== Ум=1+24 0,54 15-4 3—8. 


і ==] 


а) Приоритеты среди потоков выберем на основании правила 
(6.6.13). Таким образом, наивысший приоритет будет иметь поток, 
интенсивность обработки информации у которого наибольшая, т. е. 
Цз=2. Этот поток имеет плотность Аз= 0,5. 


За ним следуют потоки с интенсивностью обработки информации 
в таком порядке: 
= 1,52 = 1200,52 04. 
Или соответственно потоки с ПЛОТН әСТЯМИ 
А58" м 9, Мае 1,5, 


Пронумеруем их по порядку, считая, что наивысший приоритет 
имеет поток с номером 1: 


А =0,5: А20; М№*з= 1; А2: А += 1,5, 


Тогда соответствующие им интенсивносги обработки информа- 
ции расположатся в таком порядке: 
И =22и* = 15 = [> и, =0,5> и*5 =0,4. 


6) Вероятность полной обработки информации каждого потока 
определится по формуле (6.6.11) 


і 


м ЛИЕ ИЕ лаві Й 
Г (м-в ( перги ую 


г=] 
Результаты расчетов представлены в табл. 6.6.1. 


Таблица 6.6.1 


Поток с плотностью| 0,5 | 3 1 2 1,5 
(Л) 
Вероятность (п) 0,80 0, 24 0, 043 0,012 0,006 | 


Из таблицы видно, что 809 информации будет обслужено из 
потока /*!=0,5; 249 — из потока с плотностью № = 3; 4,3% — из 
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потока с плотностью /*:=1; 1,2% — из потока с плотностью А, = 
и только 0,6% — из потока с плотностью А= 1,5. 

Вероятность полной обработки информации из потока с выс- 
шим приоритетом, как отмечалось выше, может быть определена 
и по формуле Эрланга для одноканальной системы. Проверим: 


1 л, В 240,5 У.) 
т. е. мы получили тот же результат, что и в табл. 6.6.1 для потока 
с высшим приоритетом. 


в) Вероятность полной обработки любой информации из сум- 
марного потока определим по формуле (6.6.12) 


М 
ъа 078 а 
і ==] 


о Е о Е 


0.5-Е2 )\3,5-Е1,5/\ 4,5--1/6,5-0,Б/ \ 8+ 0.4,—=0,15. 


Л®:-. р; =. 
Л; 4 р; 


—= 


Таким образом, около 15% всей поступающей информации бу- 
дет обработано. Интересно сравнить с этим результатом, который 
является максимальным из-за выбора порядка приоритета по пра- 
вилу (6.6.13), ту вероятность полного обслуживания, которая полу- 
чилась бы, если бы приоритет не выбирался оптимальным образом, 
а остался в том порядке, в котором был задан по условию за- 
дачи. 

Для этого определим вероятность полной обработки информа- 
ции из суммарного потока для начальной нумерации потоков 


М 
| А-а. в 
һа = 
і —] 
РО 1\14 0,5 / 3+2 \ /3,5+ 0,4 (5 1,5\ 
6 тга г) (вов) (55) ( 504 Є: А 


Таким образом, если при составлении управляющей программы 
не произвести оптимальный выбор приоритетов среди потоков, а об- 
служивание производить с начальным порядком приоритета, то в 
среднем может быть обработано около 9,7%, т. е. приблизительно 
в 1,5 раза меньше информации. 


На этом примере ясно видна необходимость правиль- 
ного выбора приоритетов, что может значительно по- 
высить производительность системы. 

Следует отметить, что не всегда в подобных систе- 
мах может быть приоритет потоков. Могут возникнуть 
задачи, в которых система должна обслуживать не- 
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сколько потоков, не имеющих приоритетов друг перед 
другом, но отличающихся плотностями и необходимым 
временем на обслуживание заявки в каждом потоке. 
В подобных задачах может представлять интерес ре- 
шение следующих вопросов: 

— какова вероятность обслуживания заявок каждо- 
го типа потока? 


— как необходимо изменить параметры обслужива- 
ния заявок того или иного потока, чтобы вероятность 
обслуживания была не ниже заданной? 

— различные коэффициенты работоспособности си- 
стемы и т. д. 


Примером может служить работа почтового отделе- 
ния, куда поступают различные потоки корреспонден- 
ции: телеграммы, письма, бандероли, посылки, газеты 
и т. д. Корреспонденция каждого вида требует различ- 
ного времени для обработки и доставки адресатам. 
Другим примером может служить АТС, на которую по- 
ступают заявки на телефонный разговор от предприятий 
по служебным телефонам, от частных граждан по до- 
машним телефонам и т. д. При этом работа АТС пред- 
ставляет собой систему с отказами, так как, если все 
линии заняты, то очередной абонент получает отказ. 
Для улучшения организации работы АТС или при опре- 
делении необходимого объема для ее расширения не- 
обходимо знать пропускные способности как в целом 
по всем заявкам на разговор, так и по отдельным ви- 
дам. 


Если заявки каждого потока имеют свою ценность, 
то может возникнуть вопрос, какие потоки целесооб- 
разнее обслуживать в первую очередь, чтобы общий 
экономический эффект был наибольшим. 


Таким образом, имеет смысл показать подход к ре- 
шению подобных задач и практическое их использова- 
ние. 


Рассмотрим одноканальную систему с отказами. 
Пусть на прибор обслуживания поступает № простей- 
ших потоков заявок с плотностями Ал, #=1, 2, ..., М. 

Время обслуживания заявки из і-го потока случай- 
ное и распределено по показательному закону с пара- 
метром ш. Если поступившая заявка застанет прибор 
занятым обслуживанием ранее поступившей заявки, то 
она считается потерянной. 
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Введем обозначения: 

‚ Ро(Г) — вероятность того, что в момент # прибор 
свободен, 

р:(Р) — вероятность того, что в момент # прибор за- 
нят обслуживанием заявки 1-го потока. 

Тогда система дифференциальных уравнений, описы- 
вающих вероятностные состояния системы, будет иметь 
ВИД 


М М 
р, = У вр, Ури, | 
і =] 


Ё 2=ї 


0 (0) = р: (0) 4 Ар, (0) | 


при 1 << Л. 


(6.6.19) 


Для стационарного режима получается система алге- 
браических уравнений 


М М 
— уар, + У ыр; =0, 


= — (6.6.20) 
— ШР: 4Р0 | 
при 1=<і=& Л. 
Нормирующее условие имеет вид 
М 
— 9 
5, Р ==, (6.6.21) 


Решение системы (6.6.20) с учетом нормирующего 
условия дает следующие зависимости: 

— вероятность того, что прибор свободен от обслу- 
живания: 


(6.6.29) 


5 №, 
===; 

— вероятность того, что прибор занят обслужива- 
нием заявки из {1-го потока: 


Пр 


где а; 


а (6.6.23) 
У о 
1 


Фаол 
| —= 
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Вероятность того, что заявка і-го потока будет об- 
служена, определится как произведение отношения 
плотности обслуживания заявки из і-го потока к плот- 
ности поступления их на вероятность того, что прибор 
занят обслуживанием заявки і-го потока, т. е. 


р 0; Ке 
Ро ра рае 


0; ЕУ 


р ==81 


р. (6.6.94) 


Таким образом, из равенства (6.6.24) видно, что ве- 
роятность обслуживания заявки из любого потока оди- 
накова и равна вероятности того, что она застанет при- 
бор свободным. 

Отсюда вероятность отказа в обслуживании будет 
равна 


Рок=1—Р. (6.6.95) 
Пример 2 

В крупную мастерскую по ремонту радиоприборов поступают 
три типа различной аппаратуры с различными плотностями: 

1) Л. =1 прибор/ед. времени, 

2) №=3 прибора/ед. времени, 

3) Лз=0,5 прибора/ед. времени. 

Время, необходимое мастеру на ремоят прибора каждого типа, 
как показал опыт работы мастерской, различное и можно считать 
в первом приближении распределенным по показательному закону. 

Будем считать, что если мастер занят ремоитом ранее приня- 
того прибора, а в это время в мастерскую поступит следующий, 
то этот последний прибор отдадут другому мастеру, т. е. считать, 
что число мастеров достаточное. 

Каждый мастер, как правило, является специалистом по одному 
типу приборов. 

Так как потоки неисправных приборов являются случайными, 
у мастера будут перерывы в работе из-за отсутствня неисправных 
приборов данного типа. Однако он может принимать в свободное 
время на ремонт и приборы других гипов, но на их ремонт он за- 
тратит более длительное время. Рассмотрим для примера произво- 
дительность одного из мастеров, являющегося специалистом по при- 
борам третьего типа, у которого производительность выражается 
следующими средними значениями: 


1) ви = 0,5, 
2) и2=1, 
3) а= 0,2, 
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За ремонт оплата мастёру сдельная и зависит от типа прибо- 
ра. Предположим, что мастеру платят за ремонт прибора (в ед. 
стоимости): 


1) а1=5, 
2) @2=1, 
3) аз=10. 


Возникает вопрос, какие типы приборов кроме третьего еще 
целесообразно мастеру ремонтировать, чтобы меньше простаивать 
без работы и иметь при этом ббльший заработок. | 

Решение 

Для мастера могут быть приемлемы следующие варианты ра- 
боты: 

— принимать в ремонт, если свободен, криборы всех типов; 

— принимать в ремонт только приборы первого и третьего ти- 
ПОВ; 

— принимать в ремонт только приборы второго и третьего ти- 
пов; 

— принимать в ремонт только приборы третьего типа. 

Определим средний заработок рабочего в единицу времени для 
каждого из указанных четырех вариантов, который рассчитаем по 
следующим зависимостям: 

— для первого варианта 


Са = (а1№ ал + азАз) Ро; 
— для второго варианта 
Со = (а + азАз) Ро; 
— для третьего варианта 
Сз = (а + азАз) Ро, 


где Ро определяется по формуле (6.6.22); 
— для четвертого варианта 


Сл = азАзРо, 


где Ро определяется по формуле Эрланга для одноканальной си- 
стемы. 
Результаты расчетов сведены в табл. 6.6.2. 


| Таблица 6.6.2 
Про 
Номер варианта | ] 2 3 4 


М 


@. № 5 5 

Р да 5 5 5 5 

а, 

Уау 13 10 8 Е 
Р, 0,12 0,18 0,15 0,29 
с; 1.30 1,80 1,20 1,45 


Анализ результатов последней строки табл. 6.6.2 показывает, 
что мастеру целесообразней применять второй вяригнт, т. е. при- 
нимать только приборы третьего и первого типов. 


Аналогичным путем можно решать задачи по опре- 
делению путей организации труда для достижения мак- 
симума производительности. 


ТЇ 


6.7. Нестационарный процесс в системе 
с выбором последовательности приоритетов 


Необходимость изучения нестационарного процесса 
при оценке качества функционирования систем массово- 
го обслуживания неоднократно отмечалась при рассмо- 
трении систем с отказами, смешанных и др. Рассмотрим 
влияние нестационарности на системы с выбором по- 
следовательности приоритетов и с несколькими пото- 
ками. 

Аналитическое решение получить для таких систем 
в общем виде очень трудно. Рассмотрим частный слу- 
чай работы одноканальной системы по обслуживанию 
двух потоков. 

Система с приоритетными потоками. Пусть на одно- 
канальную систему поступают два простейших потока 
с плотностями А; и №. Первый поток (№) имеет приори- 
тет перед вторым потоком. Если в момент прихода 
заявки первого потока прибор будет обслуживать заяв- 
ку второго потока, то, независимо от того, закончено ли 
ее обслуживание или нет, заявка второго потока осво- 
бождает прибор, а заявка первого потока поступает на 
обслуживание. Время обслуживания заявки для каждо- 
го потока различное и имеет показательный закон рас- 
пределения с параметрами соответственно ш и и2. Си- 
стема дифференциальных уравнений, описывающих ве- 
роятностные состояния системы, получится из системы 


(6.6.3) при №=2: 


р (0) = — (^2) ро (0) в (0)4- рә № 
р. (0) = — мр, (0) А (0) аи ), (6.7.1) 
р" (0) = — (4-0) р» (0) 4 Аро (1) | 


Нормирующее условие равно 


Решение системы дифференциальных уравнений про- 
ведем при начальных условиях: 


ро(0) =1, р, (0) = р2(0) =0. 


Тогда получим следующие значения для вероятно- 
стей состояний системы в зависимости от времени про- 
текания процесса обслуживания: 
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1. Вероятность того, что прибор занят обслужива- 
нием заявки первого потока 


ЕТ Л, 
р. (А = се (+0) 2 —- т ИВ (6.7.3). 
коек = 


2. Вероятность того, что прибор свободен от обслу- 
_ живания: 


__ ва (№ - ^,) И. 
Ро бы 0 а 


4- Сі (Вы №) _ 


(+) & 
е" , 6.7.4 
№ ьо — р. ( 


где 


р. вы (ы 4 А) Са (р. — №2) |. 
а , а № + р) Тато нб т Бек 


3. Вероятность того, что прибор занят обслужива- 
нием заявки второго потока: 


р2(2) = 1—ро(#) —рі (2). (6.7.5) 


Для стационарного режима получаем следующие за- 
ВИСИМОСТИ: 


—- №; 
Р. м-в ° 
__ ва (в + №) 
а) Аа)" Б 


| ы; 
(^+ №1) (Нл. №2) 


В == 


Таким образом получили зависимости, аналогичные 
тем, что получаются по формулам (6.6.6), (6.6.7). 

Абсолютные ошибки от допущения стационарности 
процесса будут равны: 


М, = р, (0) — Р, = 


1 (Ва — Вә) (+)? — (М-ва) 677 
ыы" т се и ( Ка ) 
М, = р, (0) — Р, = се +, (6.7.8) 
М, = р. (1) —Р, = 
= а (+) і А КЕ (++) 
== —2е ( Е е,е . (6.7.9) 
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Относительные ошибки определятся по следующим 
зависимостям: | 


АМ, =”, (6.7.10) 

АМ, = 5", (6.7.11) 

АМ, =. (6.7.19) 
2 


На рис. 6.7.1 показан вариант расчета вероятностей 
состояний системы, выполненный по формулам (6.7.3) — 
(6.7.5) для следующих значений: 

ш = 1, ио = 2, ==] И Ав==0.5. 


0 1 2 3 4 Т,ман 


Рис. 6.7.1. Зависимость вероятностей состояний системы Р; (і) от 
длительности процесса Ё при ш = 1; и2=2; = и №=0,5. 
Обозначения: вероятность того, что система не занята обслуживанием; 
— -—- — вероятность того, что система занята обслуживанием заявки первого 
потока; — • — ` вероятность того, что система занята обслуживанием заявки 
второго потока. 


Как видно из рисунка, начальный период включения 
в работу системы значительно влияет на величину ве- 
роятностей состояний в первый момент работы. В даль- 
нейшем с увеличением продолжительности функциони: 
рования системы процесс постепенно устанавливается 
и вероятности р;(Р) стремятся к вероятностям Рь вычи- 
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сленным для стационарного режима (на рис. 6.7.1 обо- 
значены соответствующими прямыми). 

Величина абсолютной ошибки в процентах для рас- 
сматриваемого примера приведена в табл. 6.7.1. 


Таблица 6.7.1 


а Ӱ ——————————————————————— 


+ ї [мин] 
Шви 
М; | | 
ВТ 0,5 1 2 З 4 
М, 44,1 20,4 8,9 1,2 0,14 [0,03 
М; —40,9 —18,4 —6,8 —0,9 —0,10 |—0,02 
М, —3'9 | 9,0 | 1,4 | -0,3 | —0,04 |—0,01 


Ј 


Из данных таблицы видно, что если плотности пото- 
ков будут № = 1 заявка/мин и \№=0,5 заявки[мин, а сред- 
нее время обслуживания для заявок первого потока 
| мин и для заявок второго потока 0,5 мин, то абсолют- 
ные ошибки в определении вероятностей по формулам, 
полученным для стационарного процесса, при длитель- 
ности процесса более 2 мин не будут превосходить 1%. 

Следует учесть фактор довольно быстрого установ- 
ления процесса и при расчетах; если длительность про- 
цесса более (2--3)іобе, можно оценивать функциониро- 
вание системы в первом приближении, пользуясь форму- 
лами стационарного процесса. 

Система обслуживания двух неприоритетных пото- 
ков. Рассмотрим одноканальную систему массового об- 
служивания, на которую поступают два простейших по- 
тока с параметрами № и А, не имеющих приоритетов. 
Работа прибора организована так, что если он занят 
обслуживанием, то независимо от того, из какого пото- 
ка поступит заявка, она получает отказ в обслужива- 
нии. Время обслуживания заявок каждого потока рас- 
пределено по показательному закону с параметрами ш 
и рә соответственно. 

Систему дифференциальных уравнений, описываю- 
щих вероятностные состояния системы, получим из 
(6.6.19) при №=2: 


ро (= — (4 А) р (0) 4 в (0) - 00 (0), 
р. (0) = 0 (0) А00 (0), 
) 


р’. (1 — — №0 (2) 4 А,р, (2). (6.7.13) 
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Нормирующее условие имеёт вид | 
ро (1) + Ра (1) +02 (0) =1. (6.7.14) 
Начальными условиями, очевидно, будут 
Ро (0) =1, р1(0) =р2(0) = 


Тогда решение системы (6.7.13) с учетом нормирую- 
щего условия и начальных условий даст следующие 
значения для вероятностей состояний системы при не- 
стационарном режиме: 


1. Вероятность того, что прибор занят обслужива- 


нием заявки первого потока т. е. потока с плотностью 
№): 


Р Б. Л, 
Рі (2) — С.е —|-- с.е? тта етту, (6.7.15) 


А А? А 

ОЕ ЕДЕ а 9 
А = в 1 А 4-4 
СЕ рава 4 А Е А; 


А Га, 
= у 2—0 


л 22 + |} 
Бава -- № + №; 1. 
гавар д с 


где 


С, == 


ў | а/е; 51 
рро ЗН Лив | Хр; | 
С. == А 


2. Вероятность того, что прибор занят обслуживани- 
ем заявки из второго потока 


Ре №ы Ге — (№ 4 ва) с1 Г; 
р.(0) = раре 4 РА 4 Већ, | Л; | е 
2/5 А; 1 2 2 о 
= еее ви] еа! (6.7.16) 


З. Вероятность того, что прибор свободен от Б 


живания заявок 
ро(#) = 1—1 (2) —р (0). (6.7.17) 
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_ При стационарном режиме, т. е. при Г—* со, получаем 
известные формулы (см. 6.6.22) — (6.6.23): 


| 


Ре (6.7.19) 
а, (6.7.20) 
№ 


о 


> 


А, 
1 


Абсолютная ошибка от допущения стационарности 
процесса равна 


М, = р, (0 — Р, = де“ се", (6.7.21) 
М, = р, (0) — Р,=— [2808 | ем — 
- Бы еб. (6.7.99) 


Ку ў , 
ЕЙ, (2) —Р, = о се“! = 


+ (8) сле"! (6.7.93) 
Отсюда относительные ошибки будут равны 
АМ, — р, (6.7.94) 
АМ, = р (6.7.95) 
АМ, = рё. (6.7.26) 


Проследим процесс функционирования системы и 
определим, как долго он будет устанавливаться на при- 
мере, рассчитанном для следующих значений параме- 
тров системы: 

Ш = 1, Ц2=2, ЛАТ И \== 0,5. 


Результаты расчета вероятностей системы представ- 
лены на рис. 6.7.2. Соответствующими прямыми обозна- 
чены вероятности, вычисленные при условии стацио- 
нарности процесса, 
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Из рис. 6.7.2 видно, что при длительности процесса 
более (2--3)Ё566‹ вероятности р; (і) стремятся к стацио- 
нарным и процесс практически устанавливается. 

Такие же результаты мы наблюдали и в предыдущих 
главах, и это позволяет сделать важный для практики 
вывод о том, что, как правило, для большинства систем 


0; (1) 
10 


0,5 
044 


9 


а, 
0 7 а 3 $, мин 


Рис. 6.7.2. Зависимость вероятностей состояний системы Р; (#) от 
длительности процесса обслуживания двух неприоритетных потоков 
при ш=1; ц5=2; М= и А2==0,5. Пунктиром обозначена вероят- 
ность того, что система занята обслуживанием заявки второго 
потока. 


массового обслуживания переходный процесс довольно 
быстро затухает, а значения вероятностей р; (Ё) стремят- 
ся к вероятностям, вычисленным для стационарных 
условий. Это положение значительно облегчает анализ 
работы систем массового обслуживания, так как по- 
зволяет производить многочисленные расчеты по более 
простым формулам. 


6.8. Системы с переменной структурой 


Существуют системы массового обслуживания, в ко- 
торых число обслуживающих приборов переменное, т.е. 
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число приборов в системе может изменяться в зависи- 
мости от условий работы. Например, число работающих 
приборов в системе может зависеть от длины очереди 
заявок; так организуется работа касс в метро. Здесь 
с увеличением потока пассажиров в часы пик работает | 
большее число касс, чем в другие часы. 

Организация обслуживания в системе может быть 
связана с обеспечением некоторых подготовительных 
работ, предшествующих основному процессу обслужива- 
ния, или с обеспечением получения информации для 
поступившей заявки. Например, в химчистке вещь под- 
вергается сначала некоторой предварительной чистке 
(удаление крупных пятен специфического характера 
и др.), а затем только проводится общая чистка. 

Известный интерес для решения практических задач 
может представить рассмотрение работы систем, у ко- 
торых производится управление длиной очереди перед 
приборами. В них возможен переход заявок из очереди 
в очередь для обеспечения более равномерной загруз- 
ки приборов, уменьшения времени ожидания и т. д. 
Возможны и другие разновидности систем с переменной 
структурой. Мы рассмотрим лишь указанные выше си- 
стемы. 


Переменное число обслуживающих приборов. Рассмо- 
трим функционирование системы массового обслужива- 
ния, в которой количество работающих приборов обслу- 
живания зависит от длины очереди. Примером подобной 
системы может служить работа инструментальной кла- 
довой в цехе. Утром, в начале работы, все кладовщики 
выдают рабочим необходимый инструмент. Некоторое 
время спустя объем работы кладовой резко уменьшает- 
ся. В это время работают только часть кладовщиков: 
остальные используются для других подготовительных 
работ. Если по какой-либо причине потребность в инст- 
рументе возрастет и очередь в кладовую увеличится, то 
х выдаче подключаются остальные кладовщики. По- 
добные ситуации могут встретиться в работе банков, 
магазинов, ремонтных мастерских и т. д. 


Рассмотрим систему с простейшим входящим гото- 
ком с параметром А и экспоненциальным распределением 
времени обслуживания с параметром џ. Минимальное 
число приборов равно единице и растет с увеличением 
числа ожидающих заявок. Число каналов увеличивается 
только после того, как достигается максимально допу- 
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стимая длина очереди, т. е. как только число заявок, 
находящихся в очереди, становится больше №, новый 
прибор приступает к обслуживанию заявки, стоящей 
в очереди первой. Если ожидающих заявок нет, то по 
окончаниии обслуживания число приборов уменьшается, 
и только один прибор остается готовым к обслужива- 
нию все время. 

Введем обозначения: 

рп (т, і) — вероятность того, что в момент времени # 
в очереди находится И заявок и т заявок обслуживает- 
ся (число их равно числу действующих приборов). 

В [22] для данной системы получена следующая си- 
стема дифференциальных уравнений, описывающая ве- 
‚ роятностные состояния: 


р’. (0, 1) = — Ар, (0, ё) -Н во, (1,0, 
Р'’о (1, 1) = — (М+ в) ро (1, 1) + Л, (0, + 
њр: (1, #) + 26р, (2, #), 
р' (т, Ё) = — (№4 ть) р, (т, ё) 4 
+ трр, (т, + (т - 1) рро (тт, 0), ( 
Р'м (т, 1) = — (№ + тру (т, 0) + 
) 


алып шш 


(6.8.1) 


+ Лт — 1, 0) + Аруу (т, 0), 
Р'һ (т, 0) = — (А+ тр» (т, В 
Ар, (т, ) Е тори (т, 9. 


Сумма всех вероятностей состояний системы должна 
равняться единице.. Уравнения для стационарного со- 
стояния, определяющие вероятности р»„(1т), находятся 
обычным путем, решение которых дает следующие за- 
ВИСИМОСТИ: | 

1. Вероятность того, что в очереди находится и за- 
явок и работает только один прибор, равна 


А, (6.8.2) 


2. Вероятность того, что в очереди находится п за-. 
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явок и т приборов заняты обслуживанием, равна 
| ее 
т! 
Рп (т) —= у ———————, (6.8.3) 
(М-- еу, (М 4-1) о-® 
рі 


Если положить №=0, то система превратится в си- 
стему с бесконечным числом приборов и вероятность 
р» (т) определится по формуле 


ат 


Рп (т) = =-е *. (6.8.4) 


3. Среднее число заявок, находящихся на обслужи- 
вании, равно 


со М 
М№ обе = > т ХР (т). (6.8.5) 


Работу аналогичной системы массового обслужива- 
ния, но при условии, что максимально возможное число 
работающих приборов ограничено некоторой величиной 
М, рассмотрел Филлипс [22]. В этом случае очередь мо- 
жет возрастать безгранично. Моментом присоединения 
к работе дополнительного прибора является наличие 
в очереди Л заявок (а не №М-+-1, как в предыдущей си- 
стеме). 

Вероятности состояний системы определяются по сле- 
дующим зависимостям: · 

1. Вероятность того, что в очереди находится и зая- 
вок (0<я=—<М-{1) и один прибор занят обслуживанием: 


оп+1 (1 вые 


Гра (1) 9—2 р, (0), (6.8.6) 
где 
а Ма! 
0) = 1+ т 1 а ЕУ 
Ма", 
Их 
на, р 1 

х ГР (М — 1) (И — ә) | (6.8.7) 


т =0 


2. Вероятность того, что в очереди находится п за- 
ивок (0<п=<М—1) и т приборов (2<т=<М— 1) заня- 
то обслуживанием 
оМ+тр—1 (1—а) 


р»(т) = Ро (0). (6.8.8) 


т! (1 ыы") 


3. Вероятность того, что в очереди находится п за- 
явок (0=л7= 1—2) и заняты все М приборов 


№ М—] 
_ О, (1 — а) (Мт+! — от+ 1) 
Рһ (М) = М® М! (1 — а) (М — в) Ре) ВМИ 


и при М 1 <и < оо 


оъ М Г" М\ — а | 
ра (М) = 2900) 0000). (6.8.10) 
М°М!(1— 9%) (М — о) 
Пример 1 
На крупном предприятии имеется инструментальная кладовая, 
в которой выдается рабочим всевозможный инструмент. Для со- 
кращения непроизводительного простоя при получении инструмента 
определено, что наибольшее число рабочих, хоторые могут стоять 
в очереди, не должно превышать двух челозек (№М=2). Опыт пока- 
зал, что в среднем за инструментом обращается х человека в ми- 
нуту (^=2). Время, затрачиваемое кладовщиком на выдачу инстру- 
мента одному заказчику, случайное и зависит от ряда факторов: 
количества запрашиваемого инструмента, места хранения его в кла- 
довой, усталости кладовщика, его сноровки и т. д. В среднем это 
время составляет 0,5 мин (іосе= 0,5). У окошка для выдачи всегда 
находится не менее одного кладовщика, даже в случае, если нет 
потребителей. Если в очереди появляется более двух рабочих, то 
подключается к выдаче еще один кладовзцик и т. д. В остальное 
время, т. е. когда очередь меньше двух, свободные от выдачи ин- 
струмента кладовщики выполняют ряд подготовительных работ: 
получение на складе инструмента, который нужно обновить в кла- 
довой, оформление учетных документов, проверка исправного 20- 
стояния инструмента и др. Требуется определить, сколько в среднем 
необходимо кладовщиков, чтобы обеспечить обслуживание рабочих 
в заданных условиях с гарантийной вероягчостью не ниже 0,95, т.е. 
чтобы в 95 случаях из 100 очередь в ора кладовую 
не превышала двух человек. 
Решение 
Определяем параметры 


а — № обе = 2:0,5 = 1, 
І — 
обе — 


№ == 


Определим вероятность того, что выдачей инструмента занят 


один кладовщик 
№ 
6 
Р; = У Рл (1) = 11125 0,94. 
= 
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Из первого уравнения системы (6.8.1) при 1—0 Находим Ве: 
роятность того, что у раздаточного окна инструментальной кладовой 
никого из рабочих нет и дежурный кладовщик свободен от выдачи: 


№ 3 
Ро (0) = 9 Ро (1) = тргу 550.26. 


По формуле (6.8.3) определяем вероятности того, что на раз- 
даче инструмента будет занято два, три, четыре и т. д. кладовщика. 
Значения этих вероятностей представлены в табл. 6.8.1. 


Таблица 6.8.1 


3 | 4 | 5 б 


Р" (т) 0,045 | 0,015 0,0036 | 0,0007 | 0, 00015 | 0,00002 


т | >. 


У; ра (т) |0,135| 0,045 | 0,0108 | 0,0021 | 0,00045 | 0,00006 


п—0 


2 
т У р» (т) |0,405| 0,135 | 0,0324 | 0,0063 | 0,0027 | 0,00042 


п==0 


Принимая во внимание, что один кладовщик всегда должен 
дежурить, вероятности того, что очередь не будет превышать двух 
человек в зависимости от общего числа кладовщиков, равны: 

— при одном кладовщике 

2 


р(0) + У) ра (1) = 0,26 + 0,54 = 0,80, 
п=0 
== При двух кладовщиках 


2 9 
. е 
рь (0) + У, р. (1) + У р, (2) = 0,935, 
Нео п=0 
— при трех кладовщиках 


- а < 
ро (0) + У р. (0) + У, р (2) + У р» (3) = 0,98, 
п==0 п=0 п=0 
Следовательно, уже при наличии в кладовой трех кладовщиков 
вероятность своевременного получения рабочими инструмента будет 
не ниже заданной, т. е. не ниже 0,95. При этом в среднем выдачей 
инструмента будет заниматься 1-0,405-+0,135=1,54. кладовщика, 
т. е. около половины времени они будуг заняты выдачей инстру- 
мента, а остальное время — внутренней работой. 


На примере можно наглядно убедиться в целесооб- 
разности использования при организации работы об- 
служивающих органов предприятий методов теории мас- 
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зового обслуживания, которые позволяют проанализи- 
ровать деятельность этих органов и более обоснованно 
выработать требования к организации их работы и 
определить в ряде случаев их структуру. 

Ориентирование заявок перед обслуживанием. Перед 
тем как принимать заявку на обслуживание, может воз- 
никнуть потребность в ее предварительной обработке. 
Например, на пункте технического обслуживания авто- 
машины сначала подвергаются мойке, чистке, предва- 
рительному осмотру и т. д. Эти операции выполняются 
частью рабочих пункта обслуживания. Число рабочих, 
занятых на этих операциях, меняется, так как после 
предварительной обработки машина проходит более 
тщательный осмотр и профилактический ремонт, для 
выполнения которых могут привлекаться рабочие, осво- 
бодившиеся от предварительной обработки. Аналогич- 
ная задача с ориентированием заявок перед обслужива- 
нием рассмотрена в [22]. Суть постановки задачи заклю- 
чается в следующем. 

В систему массового обслуживания с п приборами 
поступает простейший поток заявок с плотностью А. 
Перед обслуживанием необходимо определенное время 
для ориентирования (предварительной обработки) за- 
явки. Время, необходимое для ориентирования заявки, 
величина случайная с показательным законом распреде- 
ления. Средняя длительность ориентирования равна Фор. 
Время обслуживания заявки — также величина случай- 
ная, распределенная по показательному закону. Для 
удобства выводов конечных зависимостей примем мате- 
матическое ожидание времени обслуживания заявки 
в системе равным одной временной единице. 

Введем обозначения: 

Р; — вероятность того, что #(0<1=< п) приборов дей- 
ствительно заняты обслуживанием; 

9; — вероятность того, что работают п приборов, при- 
чем (/—1) приборов заняты обслуживанием, а (0-—] + 
+1) — ориентированием заявок. 

Если все приборы заняты, то заявка получает отказ 
в обслуживании. Основные вероятностные показатели, 
характеризующие качество функционирования системы 
в стационарном состоянии, были получены в [22]. 

1. Вероятность того, что все приборы заняты обслу- 
живанием заявок, равна 
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= т | 
Олы Претрага (6.8.12) 
где 


ит А1; (52) 
(и — 2; 3) Саи Т а.) +... 


0) аб алга 1) (52), 
(№, М) мм М М 1). 


При Гор ж О получаем известную формулу Эрланга 


оп 
п! 


Э = 
а= А 


Я а 
тои 
==] 
2. Вероятность того, что заявка получит отказ в об- 
служивании из-за того, что уже все приборы заняты 


(либо обслуживанием, либо ориентированием), опреде- 
ляется по формуле 


ЛО + ри) 
Ротк = А (1 ғор) А" (6.8.13) 


3. Вероятность того, что ј приборов занято ориен- 
тированием заявок, равна 


93 = іоъРһ (п- 1; п 110) (2-6 
1. герр" НИ а 
Чт»: 1) (5°) ви А 
‚ Тор \ "77-1 
х ("2+ -„: 2) (=) + 
(1—3; 2) 1 | То в- 3-9 
Ч ("+2+—:8) (5%) — 


Га ЕО 1 фо С 
Ия (ина: 4) (тә. +... (6.8.14) 
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4. Математическое ожидание числа приборов, заня- 
тых ориентированием, равно 


М=У 193. (6.8.15) 


Тогда коэффициент занятости приборов в предвари- 
тельной обработке заявок (ориентировании) определит- 
ся по формуле 
Мор 

ге 


Кор= (6.8.16) 


5. Вероятность того, что заявка будет обслужена, 
равна 
Ребе == | — Рок. (6.8.17) 


Пример 2 

На транспортере автоматической линии установлено три комп- 
лекта контрольно-проверочных приборов для контроля качества го- 
товой продукции. Скорость движения транспортера рассчитана та- 
ким образом, чтобы в среднем в течение одной минуты через конт- 
рольно-проверочные комплексы проходило четыре изделия. Контроль 
качества продукции производится в два этапа. Вначале проводится 
внешний осмотр изделий, ‘на который затрачивается в среднем около 
одной минуты. Второй этап, основной, заключается в проверке соот- 
ветствия основных характеристик изделия требованиям ГОСТа. На 
это затрачивается в среднем тоже одна минута. Требуется опреде- 
лить, какое количество изделий будет полностью проверено при за- 
данной скорости конвейера. 


Решение 

Так как время основной проверки в среднем равно одной ми- 
нуте, то целесообразно ее взять в качестве единицы измерения. 
Тогда 


Дия 4, Гер==1. 

По формуле (6.8.13) определяем вероятность отказа в обслужива- 
нии заявки 

р 4(1+4- 1) 

ОТКА (ТУ 1-4)А 
где = (3; 1) + (2; 2) (4+1 + 1; 1) Ф) 
2 1 1 
+ (1; 3) (4414-1; 2 (+ — 990 6-42-16, == 27,75, 


откуда Ротк 0,80. 
Тогда вероятность того, что ‘изделие будет проверено на соот- 
ветствие ГОСТу, равна 
Робе= 1-—Ротк= 0,20, 


т. е. в среднем будет проверено около 209 всех изделий. 
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Управление длиной очереди заявок перед прибора- 
ми. На практике встречаются случаи, когда для равно- 
мерной загрузки приборов системы обслуживания целе- 
сообразно заявки переадресовывать из одной очереди 
в другую. Решение задачи по оценке функционирова- · 
ния систем общего вида представляет большие трудно- 
сти, поэтому работу подобной системы рассмотрим на 
примере двухканальной системы. 

Пусть имеется два прибора, на которые поступает 
простейший поток заявок с плотностью А. Время обслу- 
живания заявок прибором случайное ·и подчиняется 
показательному закону распределения с параметрами 
ш И и> соответственно. Управление очередями перед 
приборами организовано таким образом, что их длина 
отличается не более чем на одну заявку. Если разница 
длин очередей составляет более одной заявки, то по- 
следняя из более длинной очереди немедленно переме- 
щается в более короткую. Всякая вновь прибывшая за- 
явка становится в более короткую очередь, если оче- 
реди не равны по длине. Если очереди одинаковы, то 
вновь прибывшая заявка с равной вероятностью зани- 
мает место в одной из них. 

Для получения расчетных формул введем обозначе- 
ния: | 

Р(п; пп!) — вероятность того, что в первом прибо- 
ре находится и, заявок (включая и обслуживаемую), 
а во втором приборе и— и. заявок; й — число заявок в 
системе. 


Тогда можно записать следующую систему алгеб- 
раических уравнений, при помощи которой описывается 
стационарный режим работы системы массового обслу- 
живания: 


— АР (0, 0) + р.р (1,0) + ь,Р (0, 1) = 0, 
(0) Р (1,0) 4 Р00,0) 4-1,1) = 0, (6.8.18) 


, | 
— (24) Р (0,1) + 2-Р (0,0). Р(1,1) = 0. 
При и >> 2, если п = 20}, т. е. очереди равны: 


а+ьъ) Р от) 
[Рив пт) БР (пл т 1) |+ | 
+ Р (и. ит) Р (п; п — п. 1). (6.8.19) 
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При п=2и.-+1, если перед вторым прибором в очереди 
находится больше на одну заявку, чем перед первым: 


(Бъ в) Риа) 
р (пап — п, — 1) + 
-НыР (в 1и т) = 0 (6.8.20) 


При п=2и,—|, если перед первым прибором в оче- 
реди находится больше на одну заявку, чем перед вто- 
рым прибором: · 


— (44-4 р) Р (0 т) 4 
+ Ри, — Вии) 
—ь,Р (п; п — п, -|- 1). (6.8.21) 


Подробное решение системы уравнений мы приво- 
дить не будем. Дадим лишь конечные зависимости, по 
которым можно оценить качество функционирования 
системы. | 

1. Вероятность того, что первый прибор системы сво- 
боден, а второй занят обслуживанием, равна 


=. р. (6.8.99) 


2. Вероятность того, что второй прибор свободен от 
обслуживания, а первый занят, равна 


Л 
Рв Сти о (6.8.23) 


Из формул (6.8.22) и (6.8.23) можно сделать важный 
для практики вывод о том, что занятость приборов, ког- 
да перед ними пет очередей, пропорциональна их про- 
изводительности. Отсюда коэффициенты занятости при- 
боров относятся между собой как их производительно- 
СТИ: \ 


З. Вероятность того, что заняты обслуживанием оба 
прибора и перед ними нет очереди заявок, определится 
29{ 


из зависимости 


А? | 
Ра —- р оо (6.8.24) 


4. Вероятность того, что все приборы свободны, опре- 
деляется из нормирующего условия: 
а) при неограниченной длине очереди 


со 


со со 
У. аР а У; РИТ ЄР У; іра, == 1, (6.8.25) 


пу —0 п. =0 Пи -=0 


зеле" 


б) при ограниченной длине очереди 


М- | М М 
У РР и У ае п +1 -- 2. га Чи І, (6.8.26) 
п=0 п, =0 п. =0 


где № — максимальное число заявок, которые могут на- 
ходиться в очереди перед каждым прибором. В этом 
‚случае вероятность того, что вновь поступившая заявка 
получит отказ, будет равна вероятности события, в ко- 
тором оба прибора заняты и перед каждым из них имеет- 
ся очередь в А заявок: 


Розк= Рам; 1-- №. (6.8.27) 


Пример 3 


Мастерская по техническому обслуживанию автомобилей имеет 
два потока. Производственные возможности на каждом потоке по- 
зволяют одновременно вмещаті на каждом из них ие более двух 
машин. При этом одну из них могут обслужавать, а другая может 
ожидать. Если оба потока полностью загружены, то новые машины 
на обслуживание не принимаются. Второй поток оборудован бо- 
лее современными средствами ремонта, поэтому обслуживание авто- 
машин на нем производится быстрее. Пусть производительность 
первого потока равна одной машине в смену (р. =1), а второго — 
двум машинам в смену (џиз=2). Машины поступают в ремонт 
в случайные промежутки времени. Опыт показывает, что поток по- 
ступающих в ремонт машин по своим характеристикам близок 
к простейшему. Так как оба потока подчинены руководству мастер- 
ской, поступающие на обслуживание машины распределяются по 
потокам таким образом, чтобы они были оба загружены ремонтом. 
Требуется оценить пропускную способность мастерской, если в сред- 
нем в течение дня с заказами на техническое обслуживание обра- 
щается до трех владельцев автомашин (Л=3 автомашины в день). 
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Решение 
По формулам (6.8.22) — (6.8.24) определяем: 


5. 

Рол = 7 Роо, 
Э 

Ру = 5 Ро, 
9 

Ре Ро. 


Из уравнений (6.8.18) находим: 
А. а 
— -5-/ о Ран 24 1,11 == 0, 
27 
— 6, 1+, + р Рур, 1+1 = 0, 


АТ 
— 6Р,+,,1 НР 2Р14+1,1+1= 0. 


Решая эту систему уравнений, получаем: 


185 
1+1, 141 = т Ри, 
189 
Ру, 1+1 — 99 Ро, 
162 


Руфту — 46 = 
Из нормирующего условия (6.8.26) имеем 


96 
Ро тог, 


Тогда 
Гол 0С: Р.о == 0,08; Пе, Гаре 0,10 
Ра+л, з= 0,17, Рова, ла 0,45, 


Вероятность того, что владельцы автомашин, обзатившись в ма- 
стерскую с заказом на техническое обслуживание, получат отказ 
из-за перегрузки мастерской, равна 


Ротк = Руф зі == 0,43, 
откуда вероятность того, что заказ будет принят, равна 
Робе =1—Ротк=0,57. 


Следовательно, в среднем около 57% заказов мастерская мо- 
жет удовлетворить сразу. 
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Определим загруженность каждого технологического потока. 
Для первого потока она равна 


Ка =Р,.+Р,, БР 1+: + Руа, 1 + Раа, 11 = 0,91, 
для второго 
Къ = Р, + Р + Р:, 1+1 + Ра, 1- Рая, 1+1 = 0,87. 


Из сравнения полученных коэффициентов видно, что загрузка 
обоих технологических потоков примерно одинакова. Среднее число 
машин, ожидающих начала обслуживания в первом технологиче- 


ском потоке, равно 


Мож ТРА 1 + Рф, 1-1 — 0,60, 


во втором 
Може = Ру, 141 -| Р14+1, 1+1 = 0,54. 


Приведенный пример носит иллюстративный харак- 
тер, но он показывает возможность использования мето- 
дов теории массового обслуживания для оценки работы 
ремонтных мастерских и других обслуживающих орга- 
низаций. Использование при анализе работы этих орга- 
низаций экономических показателей может оказать су- 
щественную помощь в выработке рекомендаций по пла- 
 нированию, оборудованию и другим вопросам, связан- 
ным с повышением эффективности их работы. 


ГІ 


ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ 

И МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОТЫ 
СИСТЕМ МАССОВОГО | 
ОБСЛУЖИВАНИЯ 


7.1. Оценка точности результатов расчетов. 
по формулам теории массового обслуживания 


При оценке качества функционирования различных 
систем массового обслуживания приходится сталкивать- 
ся с двумя видами причин, вызывающих ошибки при 
определении расчетных критериев: 

— неточностью определения исходных данных, 

— необходимостью принимать различные допущения, 
связанные с упрощением моделируемых явлений и не- 
учетом тех или иных факторов. — 

Таким образом, суммарная ошибка складывается из 
двух видов ошибок и может быть определена по фор- 


муле 
Нил? 
С ‹ 
с, — У (5) 2 о, (7.1.1) 


где с, — суммарная среднеквадратическая ошибка; 

к — критерий, определяемый при расчетах (веро- 
ятность какого-то события, математическое 
ожидание какой-либо величины и др.); 

9; — Среднеквадратическая ошибка определения исход- 


ных величин х;; 


к; —- факторы, определяющие величину критерия; 
Ом — методическая ошибка. 
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Методическая ошибка зависит от принятых допуще- 
ний при описании реальных физических процессов вы- 
бранными математическими моделями и в связи с этим 
от того, что не учитывается влияние некоторых факто- 
ров. Очень часто ошибку трудно определить теоретиче- 
ским путем, но это можно сделать другими способами: 
испытанием соответствующей физической модели, оцен- 
кой результатов при крайних допущениях, расчетами на 
статистических моделях при большом числе реализаций, 
в которых удалось учесть большее число факторов и др. 

Иногда определяющая доля в суммарной ошибке мо- 
жет принадлежать ошибкам определения исходных дан- 
ных, необходимых для проведения расчетов. Особенно 
значительна эта доля, когда методическая ошибка неве- 
лика. 

Как уже говорилось выше, величину ошибок опре- 
деления критериев можно оценить при помощи метода 
статистических испытаний, используя для этого модель 
изучаемого явления. 

В этом случае необходимо знать законы распределе- 
ния случайных величин, от которых зависит величина 
определения критерия. Если будет сделано достаточно 
большое число реализаций, то можно определить закон 
распределения критерия, по величине которого ведется 
оценка качества функционирования систем массового 
обслуживания. 

Другим методом оценки точности определения кри- 
териев качества функционирования систем массового 
обслуживания может служить метод линеаризации 
функций случайных аргументов. Этот метод дает 
особенно хорошие результаты, если отклонения в значе- 
ниях исходных данных от их истинных значений сравни- 
тельно невелики и зависимость критерия от исходных 
параметров на исследуемом участке близка к линейной. 

В общем виде зависимости, по которым производит- 
ся определение критериев качества функционирования 
систем массового обслуживания, могут быть записаны 
следующим образом: 


ВЕ (28, Хә, у Х;, 6 5 Жи) 


где ^ — определяемый критерий; 

х; — исходный параметр. — 

В общем виде формулу для определения дисперсии 
исследуемого критерия № в зависимости от дисперсий 
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исходных величин Эр можно записать так: 


п 


= (5=).2+ 


11 
+9 у (г). СЭ в (7.1.9) 


где №, — дисперсия исходной величины хх; 
ГА 
Е; — корреляционная функция; 


д я а 
е) — величина первой производной от функции ] (х,, 
б/т... Лу» ...,Хп) ПО переменной хх. 
Очень часто величины х; и х; не коррелированы, и 
тогда формула (7.1.2) значительно упрощается: 


рь = у (5х ). В. (7.1.3) 


Определение ошибок, связанных с неточностью по- 
лучения исходных данных, показано на примерах неко- 
торых видов систем массового обслуживания. 

Системы с отказами. Рассмотрим простейшую систе- 
му массового обслуживания с отказами, состоящую из 
п однотипных приборов, в которую поступает пуассо- 
новский поток заявок. Время обслуживания заявок при- 
борами является величиной случайной с показательным 
законом распределения. 

Вероятность состояния, при котором все приборы за- 
няты обслуживанием и каждая вновь поступившая за- 
явка получит отказ, определяется по известной формуле 
Эрланга 

РГЕ 


пі р 
У = 


где Р, — вероятность того, что все приборы системы за- 
няты обслуживанием. Как уже говорилось выше, эту 
вероятность называют еще вероятностью отказа в об- 
служивании Р„=Ротк; 
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й — число обслуживающих приборов в системе; 
ДЕ, бе 


№ — ПЛОТНОСТЬ поступающих заявок в систему, 


обс — среднее время, необходимое для обслуживания 
одной заявки. 
Формула (7.1.4) справедлива для установившегося 
процесса. Вероятность того, что каждая заявка будет 
обслужена, равна 


Рос =1—Ротк. (7.1.5) 


Основной исходной характеристикой, которая необхо- 
дима для расчетов, является 


а = АГобс. 


Входящие в нее величины {обе и ^ определяются на 
практике с ошибками, да и сами величины в течение 
некоторого времени могут принимать различные зна- 
чения в пределах некоторой области. На величину пара- 
метров А и Ёбс влияет большое количество различных 
факторов. Анализ работы некоторых систем массового 
обслуживания показывает, что они часто подчиняются 
нормальному закону распределения. 

Рассмотрим, как влияют ошибки в определении № п 
{осе на точность получения значения вероятности Ротк. 
Если отклонения величин А И Ёобс сравнительно малы, то 
можно воспользоваться методом линеаризации функций 
случайных аргументов. 


Тогда 
9Р"_\ " 
где 2., 0. — дисперсии величин 4 и [обе 


ОР Г ОР 
(52). а) — частные производные от функции Ри = 
— | (4, `Гобс) по аргументам Аи Ёобе. 
Функция Ръ = | (А, ове) непрерывна и дифференци- 
руема. Вначале целесообразно определить производную 
от этой функции по аргументу а 


ОР ЛЕН н 
да _ 


вор, Р? . (7.1.7) 
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Отсюда дисперсия О р, Равна 
П = ® 59 2 
В». = (* Р.Р) [обе 5) 


в. +2.) Ао <> . (7.1.8) 


Обозначим 
-— Р-Р“ = А. 


Этот коэффициент зависит от величины а и числа прибо- 

ров и. С увеличением коэффициента Д увеличивается и 

дисперсия Р,. Поэтому представляет интерес найти его 
п. 


экстремальное значение. Необходимое условие экстремума 
определяется выражением 
дА 
да 


дА — = 
РР аа 


о? 


ЭР, Ё ЕР, Р, (7.1.9) 


== 0, 


После преобразований получаем квадратное уравне- 
ние | 


(2° ЗР, -|- Па? п (ЗР, —– 2) ап (п —– 1) = 0. (7.1.10) 


Решение квадратного уравнения дает значения а*, 
для которых функция А=А (а) достигает экстремума 


—п(3Р„—2)-ЕУ и*(3Р„—2)"—4(2Р? —3Р,+-1)п (п — 7 
2 (2Р? --3Р,4- 1) 


х __ 
@ 1, о — 


(7.1.11) 


Как видно из последнего равенства, экстремум функ- 
ции А=А (а) определяется выражением, заданным в не- 
явной форме. Можно показать, что а* является корнем 
уравнения 2(п-1) степени, решение которого связано 
с определенными трудностями. Как видно из рис. 7.1.1, 
функция А=А (а) уже при п>1 имеет максимум, а при 
п= 1 значение А равно 


КЕ ] 
А= тра (7.1.19) 
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1 
ИТЕ 


при а—-0 и не имеет экстремума в области 0< о < оо. 
Как следует из рис. 7.1.1, с увеличением а и п величина 
А, а значит, и дисперсия Ор» уменьшаются. Максимумы 
А находятся в области малых значений о и п, где влия- 
ние отклонений величины о особенно сильно сказывает- 
ся на величине критерия Р„=Ротк. 


о И 


———=—=—_ 
5 70° 79 20 20 30 а ' 
Рис. 7.1.1. Зависимость экстремума функции А=А(а) от вели- 
чины 9. 
Пусть 
ЗСА (7.1.13) 
где . 
О0=А= |. 
Тогда 
с, = Ара. (7.1.14) 


оос 


На рис. 7.1.2 показано изменение бробс В зависимости 

от величины с и числа п при = 0,1. 
Как правило, распределение величины Ротк и Робе= 
= |-— Рот, подчинено нормальному закону распределения. 
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Тогда можно оценить величину максимальных отклоне- 
ний величины 


АР = 82, „=3 (“т “Р»--Р,) а, (7.1.15) 


0бс макс % 


причем 
ВР абв маке === АРЫ маке: 


бр ; = 75 


0,03 
002 


201 


Рис. 7.1.2. График изменения среднеквадратической ошибки орөбсе 
от величины @ и числа каналов п. 


Величина относительной ошибки равна 
АР ове макс О п — & 2 Ко, 
а Р.Р (7.1.16) 


а, =. 
ИЛИ 


ДАР, макс Га | 
в “А [и — а (1 — Р,)] ТР; * (7.1.17) 


АРобе м 
Характер изменения ——95"%"*% показан на рис. 7.1.3. 


обес 


Если известны о, и 0-67 ТО не представляет большого 
обс И 


труда оценивать ошибки в определении параметра по фор- 
муле (7.1.8). | 

Системы с ожиданием. Рассмотрим простейшую систе- 
му с ожиданием, в которую поступает неограниченный 
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поток заявок на обслуживание. Время ожидания заявок, 
как и размер очереди, неограничен. Система массового 
обслуживания состоит из п приборов, однотипных по 
производительности. Система может находиться в ста- 
ционарном состоянии при условии о <и. Если это усло- 
вие не выполняется, то очередь неограниченно растет. 


ДР с 
домике 100% е. 
30 Обс | 3 
РЕНН 
У 5 
= 10 
20 
10. 
; и 
5 10 15 20 25 30 а 
АРобе 
Рис. 7.1.3. Зависимость относительной ошибки Е от ве- 
оос 
ЛИЧИНЫ ©. 


Для этих систем вероятность того, что ё приборов 
будут заняты обслуживанием, определяется из выражения 


Го 
М 
= 6—6, (7.1.18) 
а оп +1 
№ т" (л — <) 


Е=0 
где а< и, О<А*<ли. 
20—1444 305 


Для оценки точности получения параметра Р» в за- 
висимости от ошибок исходных данных воспользуемся 
методом линеаризации. Для этого определим значение 
первой производной от параметра 

| о р, 
0р, и | 


да 


р, |6 6 


Е 


„ (1.1.19) 


где 
АД 
п! 
Ра === — вероятность отказа по формуле Эрланга. 
ОВ 
У = 
В==0 


Вероятность ТОГО, что Вес П, приборов заняты и 5 
заявок стоят В очереди, равна 
ап + $ 
о ПА 


А = —__ (7.1.90) 


оп+1 
У = Е пі (п — а) 
=0 


После дифференцирования получаем выражение 
первой производной 


п4 (1—1) 
Ез = Р 

аР, Е "9 (7.1.91) 

Е п — 9% Р» 

Тогда 
ОР 2 

В», ( да к) (8 абе су - А3 е (2.1.24) 
0Р„+» \? „2 2 
Та а ( ты ) (овех Е ва (7. | .29) 


откуда средние квадратические отклонения можно 
определить по формулам 


зро ВИ в 2992, (7.1.94) 


зь. Въ У То о (7125) 
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где обозначено 


п4- (п — 1) 
Е Е 
В, = Р.) (7.1.98) 
Ва 8 
п 4- «(п — 1) 
п + 5 2 (п— в) Рә 
ГЕРЕС ИЯ = ИМИН же, О 


[04 
Е 


Чтобы дать представление о величинах ошибок при 
расчетах критериев оценки функционирования системы, 
в табл. 7.1.1 и 7.1.2 приведены результаты расчетов, по- 
лученные для величины среднеквадратического откло- 
нения параметра с= 0,10 и различных вероятностей 
состояний системы: | 


Р, Рив (ПТ и 5, 5=1, 9, 3, 


макс макс 
ДР, = 82р, АР, ., == 39р, |А 


$ 
Даа] Таблица 7.1.1 
дрмакс дрмакс дрмМакс дрМакс 
п 4-5 п4-5 п+5 
100 9%, 100 % 100 9% 100 %, 
с, ГА й п $ } Рр + Рр 4-5 н 
=] $=1 89 $=3 
0, 1 26,6 80,7 87,7 118 
0,92 29.17 592.5 84,3 115 
0,3 18 48,1 77,8 110 
0,4 12 41,9 72,6 101 
0,5 НТ 33,8 63,8 94 
0,6 8.5 21,4 01.9 81,7 
т 99,7 0,0009 30,3 60 
0,8 74,6 44,5 14,7 15,4 
0,9 213 183 153 123 


Эти расчеты показывают, что с приближением а-я 
величины ошибок резко возрастают, поэтому в данной 
области использование для расчетов формул (7.1.18), 
(7.1.20) нецелесообразно. Это хорошо иллюстрируют 
графики изменений Вь, Виз в зависимости от парамет- 
ров а (рис. 7.1.4) 
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Таблица 7.1.9 


д А АР * а а 
Ре Ре 00 91-10%) 8 = = 
о Би Бре 100 /, Рр 100 1 о КА Ра 
1 3 = 5 е И в ао 
— — Ы агаг | ща | 
< 2] < % < с 
0,5 14,8 73,8 187 
| 0 59,7 116 150 300 
1,5 5,25 44,6 105 133 169 198 
2 22,3 28,3 38 117 147 183 
2,5 66 8,2 68 98,3 128 159 
3 154 23,3 36,5 65,4 102 121 
3,5 37] 87,6 27,8 2,9 32,4 62 
4 992 266 196 166 136 106 
4,5 3380 900 340 810 780 750 
Кат 
ТЕ? 
/ | 
Е 
С | 
ДЕСА 2 
м _ 
0,2 0,4 
Рис. 7.1.4. Зависимость коэффициента В от величины 0. 


Системы с ограниченным временем ожидания. Рас- 
смотрим систему массового обслуживания с ограничен- 
ным временем ожидания заявок в очереди. Время ожи- 
дания случайное, подчинено показательному закону рас- 
пределения с ограниченным по величине средним 
значением. В систему поступает неограниченный пуас- 
соновский поток заявок, который обслуживается п при- 
борами системы. Время обслуживания каждой заявки 
приборами системы случайное и подчинено показатель- 
ному закону распределения. 
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В качестве основного критерия оценки функциониро- 
вания системы взята вероятность того, что пришедшая 
в систему заявка уйдет из нее необслуженной. Форму- 
ла для определения этой вероятности может быть запи- 
сана в виде 


а б ==] 
р = а | .28) 


ав ап 0,3 
о и 
2=0 =! Пи") 


т] 


ды бе. 5 | 
ГДЕ == АА бе == =, °. Ток — среднее время ожидания 
ож 


? 


заявки в очереди. 
При й =сопѕї 


Рн=Ка, В). 


Как и в предыдущих случаях, для оценки ошибок 
определения параметров, характеризующих качество 
функционирования системы, воспользуемся методом ли- 
неаризации. Для этого нужно определить выражения 
для частных производных по параметрам Тож И Їобс: 
Дисперсия величины Ри определяется по формуле 


7 дРь \ |. дРһ \? 
А г Оо а Е 


1 | ОТобс 


др, дР | 
2 ке 28 = Ки 1.96 
т- ОЁобс ОЁож гое? я ч (7 | 29) 
где 
ОРь __ дРһ 0% ЭРн 08. 
ОТобс 7 да Овобс 06 Ойобе › (7.1.30) 
дРн _ ОРн до  дРһ 08 
Офож да Оо 08 Оо ь (7.1.31) 
Здесь 
до до 
ОКобс ОЕож Ы 
06 амон 1 08 а аы Тобе 
Офобс — Тож Обоз г. 
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Тогда 


дРһ = 4. 9Рн 

Обобс = Е 7а 08 ош, (7.1.39) 
ОРн РРРЯК дРи обе о 
о (7.1.33) 


ож 


Значения производных по параметрам а и В полу- 
чены в виде 


ОРн сее 


да а 


к 
К 


г, 
| 
ый 
Д, 
«У 
| 


‚ПЛ 0,8 1 2 
е Отаи і. (7.1.34) 
51 Й (о т) 


со 


УР, (7.1.35) 
==] 
со ИР | 
== 


5=1 П (п + 178) 


т] 


где 


ПЕС) 
т=1 


у == ——————————, 
п + тв 


=! 
Чтобы дать представление о размере возможных 


ошибок в определении параметра в зависимости от л 
в табл. 7.1.3 и 7.1.4 приведены результаты расчетов. 
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Для РЯ == 0, 1206с при Робс = 1, А = 10, ож == 1 
Таблица 7.1.3 
АрМакс 
п Ри "В. Армаҝс 100 % 
н 
| 0,890 0.015 0,045 5,00 
5 0,492 0,048 0, 142 28,9 
10 0,195 0,037 ЗЯ. 88 


Для сўе == 0, 2Фобе при обе == 2, А==0, Йож == | 
Таблица 7,1,4 


дрмакс 
п Ри РА. ДА гга 100 9% 
1 0,895 0,01 0,03 3,95 
9 0,507 0,04 0, 13 26 
10 0, 150 0,04 0,12 83 


В таблицах даны: 
ар, — среднее квадратическое отклонение вероят- 


ности того, что заявка уйдет из системы необслужен- 
НОЙ, 
А р'Е 
н = Максимальное значение ошибки, 
Армакс 


н 
Рав 
центах. 
Из приведенных результатов можно заключить, что 
с увеличением числа обслуживающих приборов п отно- 


макс 
сительная ошибка —р увеличивается. 
Я 
Исследования показывают, что эта ошибка увели- 
чпвается при малых значениях параметра и стремится 


к 0 при о-оо. 


100°/, — величина относительной ошибки в про- 


7.2. Решение задач массового обслуживания 
с помощью физической модели 


Одним из самых распространенных методов реше- 
пия задач массового обслуживания является аналити- 
ческий, который обладает рядом положительных ка- 
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честв. Получаемое решение не привязано к.определен- 
ным числовым значениям параметров потока и системы 
обслуживания, позволяет находить оптимальные решс- 
ния и делать общие заключения. 

Однако аналитические методы, разработанные до 
настоящего времени, позволяют находить решения за- 
дач, сводящихся в основном к простым ситуациям. 
Усложнение постановки задач приводит либо к боль- 
шому числу дифференциальных уравнений, которые 
имеет смысл решать только с помощью ЭЦВМ, либо 
к невозможности (лока) их математического описания. 
Попытки упрощения условий задач вызывают ряд до- 
пущений, которые не всегда согласуются с физической 
сущностью процесса. 

Эти трудности и ограничения в значительной степе- 
ни можно преодолеть, используя для решения задач 
метод статистических испытаний. Самым важным при 
этом является моделирование самого процесса обслужи: 
вания. Здесь возможны два пути. Первый—алгоритмиче- 
ский — заключается в представлении процесса обслужи- 
вания в виде совокупности математических и логиче- 
ских правил и ограничений. Второй предполагает нали- 
чие физической модели исследуемого процесса. 

Реализация статистических испытаний в первом ва- 
рианте для самых простых задач может осуществляться 
вручную, решение сложных задач немыслимо без по- 
мощи ЭЦВМ. Необходимо указать на два существен- 
ных недостатка этого метода. Первый обусловлен боль- 
шой трудоемкостью реализации статистических испыта- 
ний. Второй связан со спецификой работы ЭЦВМ, 
затрудняет возможность проследить влияние тех ИЛИ 
иных параметров на полученные результаты в ходе мо- 
делирования. 

Суть его заключается в том, что в процессе расче- 
тов трудно проследить влияние тех или иных исходных 
параметров на конечные результаты моделирования, 
так как это связано с обработкой большого количества 
результатов по отдельным вариантам расчетов. Мы не 
будем рассматривать подробно особенности применения 
метода статистических испытаний для решения задач 
массового обслуживания, так как они хорошо и доста- 
точно полно изложены в литературе [4, 5]. Методам 
физического моделирования задач массового обслужи- 
вания уделено меньше внимания. Им присущи свои до- 
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“тоинства и недостатки. К числу особенных достоинетв 
этих методов следует отнести наглядность получаемых 
результатов и даже хода протекания процесса, особенно 
если использовать для этого средства отображения. 

Реализация испытаний на основе физического моде- 
лирования позволяет видеть весь процесс в целом, про- 
слеживать его по этапам и достаточно оперативно в пе- 
го вмешиваться. Этот метод также имеет свои педостат- 
ки: недостаточная точность воспроизведения парамет- 
ров процесса, отсутствие универсальности в смысле 
подобия модели определенному классу систем массово- 
го обслуживания и др. Однако отсутствие требования 
иметь математическое описание процесса в большин- 
стве случаев является определяющим критерием выбора 
метода решения. 

Рассмотрим ряд физических моделей массового об- 
служивания, режимы их работы, а также возможности 
синтеза обслуживающих систем со сложной структурой. 

Вначале остановимся на общих принципах построе- 
ния физической модели обслуживания. Для этого впол- 
не достаточно уяснить схему функционирования элемен- 
тов системы обслуживания на частных примерах. Об- 
щим между кассовым аппаратом, обслуживающим 
покупателей, рабочим, ремонтирующим неисправные 
станки, каналом линии связи, который занят передачей 
информации, является режим работы, сводящийся к схе- 
ме «занят—незанят» или «да-— нет». Поэтому основным 
элементом модели должен быть элемент с двумя устой- 
чивыми состояниями. Следует оговориться, что сущест- 
вует и третье состояние режима работы — «вышел из 
строя», однако его моделирование может осущест- 
вляться независимо от основной схемы. В некоторых 
случаях этому состоянию можно приписать значение 
«занято». 

Для реализации модели необходимо еще устрой- 
ство, управляющее длительностью режимов «занят— 
не занят», которые моделируют соответствие в реаль- 
ной системе скорости обслуживания и параметры вход- 
ного потока заявок. 

Поэтому существующие физические модели массо- 
вого обслуживания отличаются друг от друга только 
схемным решением отдельных узлов. Среди них можно 
выделить специализированные модели и модели, строя- 
щиеся на базе серийных аналоговых вычислительных 
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машин. Специализированные модели Используют эле- 
менты как дискретной, так и аналоговой техники. 
Рассматриваемая модель является специализирован- 
ной, в которой в качестве основного элемента взято 
электромеханическое реле постоянного тока, а реали- 
зация случайного потока заявок и времени обслужива- 
ния осуществляется с помощью аналоговых элементов. 


я 
- 2288 


ь. Е Ў 
‚ 7р. РА у \ 107 обӧс.П 
= т т 


Рис. 7.2.1. Принципнальная схема модели обслуживания: 


а — капал обслуживания заявок 1-го приоритета; б — канал обслуживания 
заявок 2-го прноритета; в — т мест очереди. 


Принципиальная схема модели обслуживания приведе- 
на на рис. 7.2.1. Каждая ячейка схемы (канал обслу- 
живания, место очереди) работает по принципу «да— 
нет». Режим «да» соответствует самоудерживанию ре- 
ле, «нет» — обесточенному состоянию. 

Принцип работы схемы поясняется для случая, ко- 
гда входной поток заявок включает в себя заявки двух 
видов: а) заявки, обслуживаемые в общем порядке (не 
дается предпочтения ни одной заявке) и б) те, которые 
требуют внеочередпого обслуживания. Обычно разный 
характер заявок различают по показателю приоритета, 
который приписывается каждому виду заявок. Следуя 
этой общей схеме, будем считать, что заявки, требую- 
щие внеочередного обслуживания, имеют І приоритет, 
а остальные — П. На рис. 7.2.2 представлены схемы 
формирования потока заявок П приоритета и времени 
их обслуживания. Однако предполагается наличие по- 
добных схем и для заявок І приоритета. 

Входной поток заявок имитируется замыканиями 
контактов реле РА (1Р\ для заявок І приоритета, 
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1Рмт для заявок И приоритета). Замыкание этих кон- 
тактов приводит к срабатыванию и самоудерживанию 
реле канала обслуживания либо места очереди, если 
канал обслуживания занят. Время, в течение которого 
реле канала обслуживания самоудерживаются, долж- 
но соответствовать времени обслуживания одной заяв- 
ки. Поэтому в цепь самоудерживания этих реле введе- 


ВИ 
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Рис. 7.2.2. Схема реализации случайных параметров: 
а — для потока заявок; 6 —- для времени обслуживания с учетом прерывания 
обслуживания заявок 2-го приоритета: ДСН — датчик случайных напряжений; 


БН — блок нелинсйности. 


ны нормально-замкнутые контакты реле РЕ бе, которое 
включено в схему формирования случайного времени 
обслуживания (рис. 7.2.2.6). 

В момент размыкания контактов 1РЬбен все реле 
схемы обесточиваются и возвращаются в исходное со- 
стояние. Если места очереди были заняты, то после от- 
падания контактов 2Р4--2Р(Е—1) конденсаторы С ока- 
зываются подключенными к реле ячеек очереди с мень- 
шими номерами, а конденсатор первого места очереди — 
к реле канала обслуживания. В результате происходит 
передвижение заявок в очереди и на обслуживание. 
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В случае поступления заявки І приоритета, требую- 
щей немедленного обслуживания, схема работает сле- 
дующим образом. Замыкание контакта 1Рм (см. 
рис. 7.2.1), поступление заявки І приоритета приводят 
к срабатыванию реле Р\т и его самоудерживанию по 
цепи 1Р11, 1Ріогр, 1РЁобст. Одновременно другими контак- 
тами реле Р\: запускается схема формирования вре- 
мени обслуживания заявки [ приоритета, которая ана- 
логична схеме б на рис. 7.2.2. Кроме того, контакты 
9р]; разрывают цепь интегрирования в схеме формиро- 
вания времени обслуживания заявки П приоритета 
(рис. 7.2.2,6), что означает прерывание обслуживания 
этой заявки. Возобновление обслуживания начнется по- 
сле освобождения канала І приоритета, т. е когда 
разомкнутся контакты 1РЬбет (см. рис. 7.2.1) и за- 
мкнутся 2Р1, с того момента, на котором было прер- 
вано обслуживание. 

Возможности модели можно расширить, вводя кон- 
такты ЗРИ реле Рі; параллельно контактам 2РЇ (на 
рис. 7.2.2,6 изображено пунктиром). Это приведет к то- 
му, что в момент поступления заявки І приоритета и 
замыкания контактов 3Р1; выходное напряжение УПТ-2 
сбрасывается до нуля. 


Тогда обслуживание заявки П приоритета начнется 
сначала, так как напряжение на реле Ріобсли после вос- 
становления входной цели будет нарастать с нуля. 

Когда речь идет об исследовании некоторых инфор- 
мационных процессов, появляется необходимость учета 
обесценения информации, например, для заявок І при- 
оритета. Для этого контакты 1РЁ гр реле РЁ, включен- 
ного на выходе интегрирующего УПТ аналогично 
рис. 7.2.2,6, вводятся в цепь самоудерживания реле 
Р1ұ (см. рис. 7.2.1). Размыкание этих контактов через 
интервал времени, соответствующий времени ограниче- 
ния ожидания или времени обесценения информации, 
приводит к обесточиванию реле Р]т, т. е. к прекращению 
обслуживания этой заявки. Контакты 1РЁЕр можно ис- 
пользовать только для индикации потерянной заявки 
в результате обесценения информации в ней, хотя в об- 
щем режиме времени она потребовала полного времени 
обслуживания. Аналогично учитывается надежность ра- 
боты узлов и отдельных элементов реальной системы 
массового обслуживания. В этом случае необходима 
схема, управляющая контактами выходного реле, часто- 
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та размыкания которых состветствовала бы частоте 
отказов, а время разомкнутого состояния их — времени 
восстановления. 

Метод реализации случайного потока заявок и вре- 
мени обслуживания с ланным законом распределения 
основан на использовании случайных чисел №; с равно- 
мерным распределением в интервале (0,1) и интеграль- 
ной функции этого распределения. Чтобы получить 
случайные числа х; с заданной функцией плотности 
(х), необходимо разрешить относительно х; уравнение 

х; 
Рб) ах К. (7.9.1) 
00 


Для плотности интервалов между заявками х; для 


простейшего потока имеем 


х; 


Р(х) = ле“, 
откуда в силу (7.2.1) получим 
х: = — ру а (1—0). (7.9.9) 


№ 


Аналогично для времени обслуживания в случае по- 
казательного закона 


д = — 1-10 (1 — №0). (7.9.3) 


В общем случае для любой функции плотности слу- 
чайной величины 


где Ё(№;) — нелинейная функция, реализуемая на вспо- 
могательном блоке нелинейности либо с помощью спе- 
циализированной схемы. 

В качестве датчика случайной величины использу- 
ется устройство, преобразующее случайное число в на- 
пряжение, которое далее подается на вход блока нели- 
нейности. Выходное напряжение будет случайной ве- 
личиной, распределенной по закону соответствующей 
функции Р(^;), реализуемой на блоке нелинейности. 

Результаты моделирования фиксируются с помощью 
шлейфового осциллографа. На осциллограмме записы- 
ваются изменения потенциалов схемы в точках, отме- 
ченных знаком * Вид осциллограммы представлен на 
рис. 7.2.3, на которой записан процесс для одного ка- 
нала обслуживания и двух мест очереди. На примере 
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этой осциллограммы рассмотрим методику расшифров- 
ки результатов моделирования. Первая заявка попадает 
в канал обслуживания. Последующие заявки стано- 
вятся в очередь. Порядок заполнения мест очереди ука- 
зан цифрами, соответствующими номерам заявок. Вре- 
мя пребывания в очереди зависит от времени обслужи- 
вания заявки в канале обслуживания. Следовательно, 
время ожидания для заявки на первом месте очереди 
павно интервалу времени от момента занятия места 


е) 
0) 
2) 


й) 
0) 


а) 


Рис. 7.2.3. Часть осциллограммы с записью процесса обслуживания: 


а — время обслуживания; б — поток заявок; в — состояние канала обслужива- 
ния; г — состояние 1-го места очереди; д — состояние 2-го места очереди; 
е — необслуженные заявки. 


очереди до момента окончания обслуживания очеред- 
ной заявки. Для заявки на 2-м месте очереди это время 
складывается из суммы двух интервалов, соответствую- 
щих времени ожидания на 2-м и 1-м местах очереди, 
и т. д. Суммарное время обслуживания #, б. ; МОЖНО 


получить из выражения 
А т | 
асве | =); ож #1 Ёобе з (7.2.5) 


где (ож; — время ожидания і-й заявки в очереди с но- 
мером 1; 
[обе —— Время обслуживания і-й заявки. 
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В случае заполнения всех мест очереди (реле Р1тт, 


Р2, РЗ, ... РЕ, РІ находятся в сработанном состоянии) 
поступающие заявки покидают систему по цепи 1Р2и, 
1р4, ..., ІРІ и фиксируются на осциллограмме соответ- 


ствующим шлейфом (рис. 7.2.3,е), что значительно 
упрошает подсчет числа необслуженных заявок. 

Описанная методика определения характеристик ис- 
следуемой системы соответствует порядку обслужива- 
ния, осуществляемого по принципу «первым пришел — 
первым обслужен». Однако с помощью этой же осцил- 
лограммы можно получить характеристики системы, 
в которой обслуживание осуществляется по принципу 
«пришел последним — обслужен первым», который до- 
вольно часто встречается в практике. 

Для обоснования этого утверждения необходимо по- 
иному представить порядок заполнения очереди. Пред- 
положим, что очередная заявка, застав канал обслужи- 
вания занятым, занимает 1-е место в очереди. Следую- 
щая заявка смещает предыдущую на следующее место, 
и т. д. Процесс передвижения заявок на обслуживание 
осуществляется в соответствии с номером занимаемого 
места очереди. Определение характеристик обслужива- 
ния Для этого случая показано на рис. 7.2.3, где зна- 
чения ож» Ё обс указаны со штрихом, а номера смещае- 
мых заявок —- в скобках. 

В качестве примера приведем результаты моделиро- 
вания для системы с одним каналом обслуживания и 
двумя местами очереди. Обслуживание осуществляется 
по принципу «первым .пришел — первым обслужен». 
Входной поток простейший, состоящий из заявок только 
П приоритета с параметром ^=29 1/час. Закон распре- 
деления времени обслуживания был принят показа- 
тельным с параметром и=17 1/час. Были построены 
гистограммы для Юж И ѓ, обс (рис. 7.2.4), а также полу- 
чены следующие характеристики: 

а) М* (Еж) =5 мин; б) М*“(Ё, обе) =7,4 мин; в) ста- 
тистическая вероятность обслуживания одной заявки 
Р*обс= 0,526; г) статистическая вероятность отказа в об- 
служивании одной заявки Рк = 0,474. 

Последнюю вероятность можно вычислить аналити- 
чески по формуле (4.2.7) (см. $ 4.2), из которой для 
= И 700 Рок-0.468. | 
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На рис. 7.2.4 приведены также и теоретические плої- 
ности вероятностей, построенные при условии 


% * 
ее И == К 
а е ож Р обс Р их обе 


Запись одного часа работы реальной системы зани- 
мает на осциллограмме около 120 см при масштабе 
сок. реал 
сек.мод * 
боты системы занимает около 15 мин. 


времени 17,= 50 Расшифровка одного часа ра- 


М 


03 6 9 12 їж,мин 0 5 10 1520 30 ізо, мин 
а) б) 


Рис. 7.2.4. Гистограммы: 
а — для времени ожидания; б— для суммарного времени обслуживания. 


Точность получаемых характеристик обслуживания 
зависит от точности реализации законов распределения 
случайных параметров и от количества реализаций. 

Метод физического моделирования представляет со- 
бой видоизменение метода статистических испытаний, 
поэтому и круг задач, которые могут быть решены спо- 
мощью этих методов, приблизительно одинаков и обу- 
словлен одними и теми же соображениями. Сюда отно- 

 сятся задачи, в которых входящий поток заявок и вре- 
мя обслуживания могут подчиняться любым законам 
распределения, а организация обслуживания может но- 
сить сложный многофазный характер с учетом харак- 
теристик надежности элементов системы и показателей 
приоритета в обслуживании поступающих заявок. Одна- 
ко, исходя из преимуществ физического моделирования, 
можно говорить о предпочтительности некоторому 
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классу задач массового обслуживания, которые харак- 
теризуются более сложной по сравнению с другими 
задачами структурой исследуемой системы и неболь- 
шим количеством входных параметров. В этом случае 
число узлов, определяющих точность получаемых резуль- 
татов (схемы реализации случайных параметров), сво- 
дится к минимуму, а остальная часть модели практи- 
чески не вносит ошибок. 

Необходимо отметить сравнительную простоту ис- 
следования переходных процессов обслуживания, что 
особенно важно при ограниченном времени функциони- 
рования системы обслуживания либо при длительной 
эксплуатации, прерываемой отказами элементов систе- 
мы. Эти отказы могут носить разный характер в зави- 
симости от ситуации, в которой данная система обслу- 
живания функционирует: отказы, связанные с самопро- 
извольным выходом из строя элементов технических 
устройств или с непрерывным ухудшением их параме- 
тров; отказы, обусловливаемые внешними воздействия- 
ми, которые характерны для военных задач исследова- 
ния систем обслуживания при воздействии на них про- 
тивника. 

К достоинствам физических моделей следует еще 
отнести их гибкость: можно быстро перестраивать струк- 
туру в соответствии с требованиями аналогии реальной 
схеме. 

Все перечисленные преимущества физического моде- 
лирования не ставят этот метод на первое место среди 
существующих, так как возможности его ограничены 
определенной сложностью структуры модели, реализуе- 
мой организацией обслуживания, точностью получаемых 
результатов. Поэтому метод физического моделирования 
следует рассматривать как дополнение к имеющимся, 
разумное сочетание которых позволит за минимальное 
время решать сложные задачи массового обслужива- 
НИЯ. 
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Приложение 1 
(к © 2.2) 


Вывод математического ожидания числа 
обслуженных заявок за время & 


Для определения математического ожидания числа 
заявок, принятых на обслуживание одноканальной си- 
стемой с отказами, в зависимости от длительности про- 
цесса рассмотрим следующую задачу. 

Прибор обслуживает заявки, которые начинают по- 
ступать с некоторого момента 1=0 с плотностью А. Дли- 
тельность потока №. Время обслуживания прибором 
одной заявки — величина постоянная и равная {Ёобе. 
К моменту начала поступления заявок прибор тотов 
к обслуживанию. 

Рассмотрим интервал времени 0-6. Прибор по 
условию к моменту 1=0 был свободен, следовательно, 
как только в момент [=0 поступит первая заявка, он 
начнет ее обслуживать. Длительность обслуживания бу- 
Дет Гобс. Значит, в момент времени {ос прибор освобо- 
ДИТСЯ. | 

Математическое ожидание числа заявок, принятых 
на обслуживание за время от 0 до Гобе, будет равно 


та = 1. (П.1.1) 


Рассмотрим интервал времени Ёобе ~ 2 бе. 
Математическое ожидание числа заявок 1,5 КОТО- 
рые начнут обслуживаться за время 1,—ѓобе, где 
іобс< 11 21обе, будет равно вероятности поступления за- 
явки за это время 
1—6 бс 
і обес 


т, == 1—е (1.9) 


1 


——@% 


гле а= Абе. 

Отсюда математическое ожидание числа заявок, об- 
служивание которых началось на интервале времени от 
О до Ё, 

329 


равно 


т, =2—е с. (П.1.3) 


где обес < 2 бе. | 

Определим математическое ожидание числа заявок, 
принятых на обслуживание в интервале времени 2/обс + 
Зіобе. 


ѓ,-Ёобс | г, С 
И ООН НЕЕ ЕСН __ [= ———————>— 
0 Собс 2 бобс 9 Ъ0бс 


Рис. П.1.1. График интервала времени Ѓобе {ә—Ѓобс, в котором 
началось обслуживание заявки. 


Начало обслуживания заявки на интервале времени 
от Э№6с до Ё, где 266 < < 3ЗЬ бе, осуществится в сле- 
дующих несовместных случаях: 

1. За интервал времени от Ёсе ДО 26 заявка не 
поступила на обслуживание, а на интервале 216+ 
поступила. Вероятность этого события равна 


і, — 21 осе 
—0% 


{обе 
,=е—"|1— | |. 


І 


2. За интервал времени от 26‹ до / заявка была 
принята на обслуживание при условии, что прибор на- 
чинал обслуживание некоторой заявки и на интервале 
времени от Ёобе ДО Ё—№6с. Определим вероятность это- 
го события. 

Допустим, что заявка начала обслуживаться в ин- 
тервале времени от 6с до Ё — обо, где 21обо << Зѓобе 
(см. рис. П.1.1). Тогда вероятность того, что некоторая 
заявка начала обслуживаться и на интервале №-Ё 
будет равна произведению следующих вероятностей: 

— вероятности того, что заявка попала на обслу- 
живание на интервале времени {объ -= (12—6се): 


1—2 бе. 
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— вероятности того, что заявка поступит на интер- 
вале времени №2-#Ё: 


Событие, состоящее в том, что начало обслуживания 
заявки попадет в элементарный участок времени 4, 
примыкающий к моменту времени №, будем рассматри- 
вать как гипотезу, имеющую вероятность 
іа — 210 бе 


КА 


—0@ 
©, обс 


Їосс 
Условная вероятность интересующего нас события, 
т. е. начало обслуживания на интервале времени 2--Ё, 


при этой гипотезе будет равна 
И А 


Отсюда полная вероятность этого события опреде- 
лится по формуле 


і 21 бе "—ь 
Т т" обе 
04 обс 
ІУ, — е | —е а?,, 
°. [обе 
ое 
где 
2 бс = м = т 
бе — ты = Зі обе; 
После интегрирования получим 
2-01 
обс 


—0 


{обе | 
И, = 1 —е |1 (7—21) | 


Тогда математическое ожидание числа заявок, об- 
служивание которых было начато в интервале времени 
ОТ ве ДО Г. где Тов = = Оов: равно 

07, 


обе 


е (1 — 2 бо). (П.1.4) 


924 


Таким образом, математическое ожидание числа за- 
явок, обслуживание которых было начато за время от 
0 до Її, где 256. —<Е=<Зьбе, равно сумме (1.1.1), (11.1.2) 
и (П.1.4): 


104 


е КЕ (7 — 21) |. (П.1.5) 


Їобс 


Рассмотрим интервал времени Збе ~ 4ѓобс. 

Вероятность того, что заявка начнет обслуживаться 
на интервале времени Зкбс--Ё, где Зіобе< 1 < 4 бе, сла- 
гается из следующих вероятностей: 

1. Вероятности №, того, что на интервале времени 
Їобс —Збс заявка на обслуживание не поступала, а на 
интервале времени Збе-- поступила: 

2’ — 36° 


—— 0 


—2а обе 
== б Е — е |, 


2. Вероятности .› того, что заявка принималась на 
обслуживание в интервале времени №6с-—2%6е, прибор 
освободился к моменту ЗЬбе, а на интервале времени 
Зобс--Ё поступила заявка: 


где Зе < ЕР < 4 ще. 


3. Вероятности того, что заявка принята на обслу- 
живание в интервале времени Зк бе --Ё при условии, что 
на интервале 256. - (Г—№6)} также начиналось обслу- 
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живание некоторой заявки 


Ё! _. і, 
ү с | а {обе |1 
‚= [ ве 4 
ЗЁ обе са 
ыы ї' —12 
А — Ї с і (6 
ае ( 2 об 1-е об 1а, = 
\ Ѓобс 
і" — 2106с 
РЕ р а 
== | -- е * — е обе | —|-- те ([ В 31о6е) | — 
1’ — Зі бс 
т бе і" — ЗК се 
И Гасан 
Їобс 
а? (1’ — Зіобе)? 
+9 м» |, 
обс н 


где 
З6 << 4 бе. 


Отсюда математическое ожидание числа заявок, на- 
чало обслуживания которых произошло за время от 0 
до Г, где Зюбе < Г 4 5с равно 


Кит обс 
іо С 
Е а И — 
2" — 246 бе 
= іобс 104 
пк" 1+ — (0 210) | 
Е — 1 бе 
пъ |+ 2 (0 — Зове) 
62 и =—- Зове)? 
+= и |, (П.1.6) 
обс 


где ЗК бе < Ё < 4 бе. 


Аналогичными рассуждениями можно получить за- 
висимости: 
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-_ для интервала времени 0-5 бе 


Ё! обе 17 — 2106 
Ёобс обе 
(АТ — о сне > ва > ›.4 
1'—31 


—0@0 


х Е + 02-00 20) – е 
ЕИ зання 


где 4 66 < Ё < 9 бе; 
— для интервала времени 0 -= біое 


КИ 1" —іобе ое бе 
т, =6—е обс а обс У 
— 31 
0л т" об 
Х| ЕЗ [обе ( р] 2 | х 
а 02 (1 => ОЇ бс) 
Х| == п (1 — Зѓове) -- #2 91 - | 
обс 
аа 1’ —41 бе 
обс | 
—е Ё 4 20 — 46е) + 
Р — 4ї бој" а" (Е = 4106)" 
+ | 
абе 2 6 а 
1! — 51 бе 


іобе Ф р с 
—е Г Беч 


2 Р Ове)" 2 3 я = 4 1 
пассаж ааа 
обс | обс Се. 
(П.1.8) 


где Эѓобе& р = бобс. 


Анализ уравнений (П.1.1) — (П.1.8) позволяет запи- 
сать следующую зависимость математического ожида- 
ния числа обслуженных заявок Тобеь, Для потоков ко- 


нечной производительности 


р—1 
Тод = 1-р — ?; е7“ (7—10 Ж 
Р—0 
а . 
ху, 207—6 — 1);, (П.1.9) 
== 


где р=1-+[т] (в квадратных скобках выражена целая 
часть числа); 

іп 

Їобс 

единицах фобс. 


— длительность потока заявок, выраженная в 


Приложение 2 
(к $ 2.6) 
Решение системы с накопителем 


Введем обозначения: 

Ро(Г) — вероятность того, что в момент времени 1 
в накопителе нет ни одной заявки; 

Р.(Р) — вероятность того, что в накопителе имеется 
одна заявка; 

Р, (Г) — вероятность того, что в накопителе имеется 
К заявок, < И. 

Составим дифференциальные уравнения для всех 
вероятностей Р, (2). 

Найдем вероятность ро(#- Лі). Она будет равна сум- 
ме следующих вероятностей *: 

— вероятности того, что в момент Ё в накопителе не 
находилось заявок и за время Лі ни одна из них не по- 


ступила 


— вероятности того, что в момент времени #ѓ в нако- 
пителе находилось Е заявок и за время Лі они были 


* С точностью до бесконечно малых более высокого порядка, 
чем ЛЁ. 
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взяты прибором для обслуживания: 


а=] 
откуда 


Р, (4 АВ = (15А? Р, (0) л у Рь(8. 


=} 


Перенося Ро(Т) в левую часть, деля на А и переходя 
к пределу при А-—>0, получим дифференциальное урав- 
нение для Ро(1): 


Р) =—Р,0 +в У Рь 0. = (021) 
к=] 


Аналогично дифференциальные уравнения могут 
быть составлены и для вероятностей Р, (1), где 1</А <и. 
Вероятность Р» (1+) при 1<^<и равна сумме сле- 
дующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент времени ї в нако- 
пителе было К заявок и за время А! либо ни одной не 
поступило, либо прибор не закончил обслуживание пре- 
дыдущих заявок: | 

(1—ААР) (1—рАР) Р, (2); 


— вероятности того, что в момент времени 1 в нако- 
пителе было К—| заявох и за время Лі поступила еще 
одна заявка 

Ма (2) АТ, 
откуда 


Следовательно, дифференциальное уравнение имеет 
ВИД 


Р, (0) =— @в)Рь (9-Е, 1. (0.22) 


Вероятность Ри(1-- ДР) равна сумме следующих веро- 
ятностей: 

— вероятности того, что в момент времени ї в на- 
копителе было п заявок и за время Лі прибор не закон- 
чил обслуживание предыдущих заявок: 


(1—ыА/) Ръ (2); 
329 


— вероятности того, что в момент времени Е в нако- 
пителе было 1—1 заявок и за время Лі поступила еще 
одна: 


ЛА#Р„_у(), 
откуда имеем следующее дифференциальное уравнение: 
Р’ (= —вР, (9 --АР, _, (0. (1.9.3) 


Таким образом, получили систему (П.2.1) — (11.2.3) 
дифференциальных уравнений, которая при Г—>со пре- 
вращается в систему алгебраических уравнений: 


— АР, -ь У Рь=0, 
1 


\ 
| 
(а р)Р, БАР, = 0, | (П.2.4) 
| 
| 
| 
) 


— (2У4- в) Р,-.4- АР, == 0, 
— 32, -- АР, = 0. 
Так как 


ТО 


Тогда из первого уравнения системы (П.2.4) опреде- 
лим Р.: 


Р. = (1.9.5) 
где & == —-. 


Решение для других значений Рр будет 


ё 
Р = арн при <и, (П.2.6) 


==. П.2. 
(а 1)" о 


п 


330 


Приложение 3 
(к $ 5.4) 


Вывод уравнений для смешанной системы 
с ненадежными приборами 


[. Определим дифференциальные уравнения, описы- 
вающие вероятностные состояния многоканальной си- 
стемы с ненадежными приборами при ограниченном 
ожидании в очереди. При выводе уравнений использу- 
ются обозначения, введенные в $ 5.4. 

Вероятность того, что в момент 1 -А/ в системе об- 
служивания не будет находиться ни одного требования, 
равна сумме следующих вероятностей с точностью до 
бесконечно малых более высокого порядка, чем АЕ: 

1. Вероятности того, что в момент ї в системе обслу- 
живания ни одного требования не было и за Лі ни од- 
ного не поступило 


у Р,; (0) (1— АДИ) = Р, (0) (1 — ААА). 


2. В момент + в системе находилось одно требование 
и хотя бы один из обслуживающих приборов был в ра- 
бочем состоянии. За время Лі не поступило ни одного 
требования и имеющееся требование либо было обслу- 
жено, либо обслуживающий прибор вышел из строя 


[$ Раоа зад рав 


== [Р, (1) — Р, (01 (&- а) А. 


3. В момент { в системе обслуживания имелось одно 
требование и все приборы были неисправны. За время 
Лі не поступило ни одного требования и имеющееся 
требование покинуло систему 


Ри (# (1 — АЛЬ уд? = Рив (® ДЕ. 
Отсюда 
Р.А) = 2, (0 (1 — 9 --[Р, (0 — Ри 
|а) 4-- Ри (1) УД. 


Устремляя ДЕ к нулю, получим дифференциальное урав- 
нение 


Р, (Е) === АР, (2н [Р, (1) и (1)] (--а)--УРи (2). (1.3.1) 
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Определим вероятности состояний для -1=<1<. 

Вероятность того, что в момент {+ А в системе на- 
ходилось і требований, с точностью до бесконечно ма- 
лых более высокого порядка, чем А, равна сумме веро- 
ятностей: 

1. В момент Ё в системе находилось і требований, 
при этом либо хотя бы і обслуживающих приборов были 
В рабочем состоянии и все і требований обслуживались, 
либо ](]=п—]-+1, ..., п) приборов были неисправны и 

п—] требований обслуживалось, а і—п+ј требований 
находилось в очереди. За время ДЕ не поступило ни од- 
ного требования, ни одно из ожидающих не покинуло 
систему, ни одно не было обслужено и ни один из об- 
служивающих приборов не вышел из строя 


(1 — 244) у Р. ( И — ВАЙ: (1 — «АВ 


1=0 


—|- У; Р:3(0) [(1— БА)" 7 (1 — ад)" 7 (1 — 


ј=п— 1+1 


= зу —=(1— 244) у Р. (1 (1 — АЕ — АЙ 


ј= 0 


== у Ри (1 — (п — Ј) нл – —и-Н 1) УА — 


і=п—і + { 


(п — Лад 


2. В момент + в системе обслуживания находилось 
і—1 требований, при этом хотя бы {1—1 приборов были 
в рабочем состоянии и все і—1 требования обслужива- 
лись либо | (]=п—1+2,..., п) приборов вышли из строя 
и п—ј требований обслуживались, а 1—1-—й+ј требова- 
ний стояли в очереди на обслуживание. За Лі поступи- 
ло одно требование, ни одно из ожидающих обслужива- 
ния не покинуло систему, ни одно из требований не бы: 
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ло обслужено, ни один прибор не вышел из строя 


п—і +1 
м) У, Ри. (0 1—40: 
1—0 


П, 


— аЛ) У Р, (0 01—840)" — 


ј=п—і +2 
_ МА) =" (1 __ ад)" лм У; Рад (2) == 
1=0 


3 В момент Ё в системе обслуживания находялось 
[+1 требований, при этом либо хотя бы 1+1 приборов 
исправны и все {+1 требование обслуживались, либо 
} (= 7—1, ... п) приборов вышли из строя и и—1 тре- 
бований обслуживались, а Г—п-+] требований стояли 
в очереди. За время ДЕ не поступило ни одного требова- 
ния, и либо одно требование было обслужено, но ни 
одно не покинуло очередь, либо ни одно не было обслу- 
жено, но одно покинуло очередь, не дождавшись обслу- 
живания, либо ни одно не обслужено, ни одно не ушло 
из очереди, но один прибор, занягый обслуживанием, 
вышел из строя 

п —1—1 
(1 0] У Ри Е 1) 04740-0) 40+ 
Ј==1 
п. " 
+ У Ра (0а в (9—0 а 
ј=п— ї 


п —1—1 


ии узму = Рр... (01—51) 0+ 


1=0. 


Фа) У Ри, а ви Йа 


ј=п—і 


"ЕЯ АА 
Отсюда 


Р, (#4 А0) = (1 — АА) У, Р, (0) (1 — йь АЕ — (аА?) 4- 
1=0 
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+ У РИ — и — вА (0 Дав (а. 


ј=п—1і+1 
1—1 


2 эва р-р... (9 2100 +- 2, Раз (0) [024 1) (6+ 


Бал У Ри. 00 0 (6-а) 424-07 


ј=п—і 


— п 4-1-1) УАЙ. 


Устремляя ДЁ к нулю, получим дифференциальное урав- 
нение | 


п—1 п—] 
Р; (0) = — АР, (0) — ір У, Р,; (В — іа У Р,; (0) — 
Ј=0 1=0 


-ь У Рау У Рп) 


ў== Бле ј==п—і +1 


у Р. (0) (п — 1) +-АР:-. (0-і ох 


п—і—]1 п—1—1 


р; д Рамат (2-1) >, ОЕ 


+ у Ра (0) (п — ра х Ре) == Јер 


ј=п-—і ј=п — 


у У Ра 00040). (П.3.2) 


ј=п—і 


Определим вероятности состояний для й+5, где $221. 

Вероятность того, что в системе в момент 1 +Аѓ мо- 
жет находиться п-+$ требований, равна сумме следую- 
щих вероятностей, с точностью до бесконечно малых 
более высокого порядка, чем Л: 

1. В момент { в системе обслуживания находились 
п-+$ требований. При этом 1(]=0, 1, ...; й) приборов 
были в нерабочем состоянии и за время Аѓ в систему не 
поступило ни одного требования, ни один из работаю- 
щих приборов не закончил обслуживание, ни одно из 
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ожидающих обслуживания требований не покинуло си- 
стему, ни один прибор не вышел из строя 


(1 — 244) УР, +. 40201 


1=0 


урне адв 1] Р, (0) АМР, (0) — 


Ўр, 002 ада 0). 


2. В момент Ё в системе обслуживания находилось 
п-+ 5—1 требований. При этом 1(]=0, 1, ..., й) приборов 
были в рабочем состоянии и за А? поступило одно тре- 
бование, ни одно из ожидающих обслуживания требо- 
вание не покинуло систему, ни один не закончил обслу- 
живание, ни один не вышел из строя 


п, ь 
АУР, ,.-.3(0)6(0 — в АВ" (1 — УА) Х 
]=0 
И А АР, в) 

3. В момент Ё в системе обслуживания находилось 
п+5+1 требование и при этом ](]=0, 1, ..., й) прибо- 
ров были в рабочем состоянии, за А? не поступило ни 
одного требования и либо одно было обслужено, либо 
одно покинуло систему, не дождавшись обслуживания, 
либо прибор вышел из строя 


(12А) УР. +11 (0 (а — 06444 (1-8-1) 747 


(и — ј) «А = Ў Раз Е) „А+ 
(0) + $ тт УДЕ-Г (п — Л «Ай. 
Отсюда 
Р... (ФА) = Р. (0) — ААР... (0) — 
ЎР, (01а 006 0 94-00 — аА 


АР, ,, -- ру Речная (0) (п — вА 


-- (1-Е $ 41) УДЕ-- (п — “ДИ. 
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Устремляя ДЁ к нулю, получим дифференциальное урав- 
нение | 


Рл. (0) = — АР, —в УР. 3 (® 0) 


ам 


у ее) УР, Ш) а 


1=0 ј=0 
АР, Ф-ву. Ран (0.38 
]= 


У У Рина (О -Е = р авы (0 (п — 7). 


ј=0 


Таким образом, получаем систему дифференцниаль- 
ных уравнений (П.3.1.) — (П.3.3), описывающих вероят- 
ностные состояния системы. 

П. Вывод дифференциальных уравнений для мно- 
гоканальной системы с ненадежными приборами при 
ограниченной длине очереди (№) и невозможности ухо- 
да из очереди тех заявок, которые попали в нее до на- 
чала своего обслуживания проводится аналогично вы- 
воду уравнений (П.3.1) —:(П.3.3). При этом следует 
учесть, что параметр у, определяющий время ожидания 
в очереди, равен нулю. 

Тогда первые и+Л№—1 уравнений запишем в виде: 


1) Ро (#8 = — Р, ( і )--1Р, (0) — Р,,„6 (1 Ж 
Же Е УР, м (1) 


п— 1 


2) Р; (И = — АР, (0) —і еа У, Ра 0— (П.3.4) 
НЯ): кз Ра: (1 (®— + АР: (9 
п—1—1 
(и (4-1) > Ра (ь--а) у Р:,; (1) (п — |) 
при 1<і< п, ЕЕ 
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3) Б... = ар). —@--аУ Р, (0—0 


ј=0 


АР... ОУ Рафт (2) (п — }) 


]=0 
при О=$ < Л. 
Кроме того, прибавится еще одно уравнение 


4) Рим (= — (6-а У Ра 08-Р а) 
]=0 
Таким образом, система дифференциальных уравне: 
ний (П.3.4) описывает вероятностные состояния системы 
с ненадежными приборами при ограниченной длине оче- 
реди. 
Если обозначить через л;({) вероятность того, что 
в момент { ровно | приборов находятся в нерабочем со- 
стоянии, то можно записать 


Р.) = Р 0)т;(0). (1.3.5) 


Тогда для стационарных условий получим следую- 
щую систему алгебраических уравнений: 


1) —АР, Р, |81) 4-а (1 =) =0, 


пы 


Ань У әнә) У +0 
1=0 ј=п==і +1 


рр [в У т; -- 


при О < і <и, 
5) а еә чаар. = 


+.) т) п—)] ) =0 
0 
при 0<8< М, 
4) Р, (64-9) У, и 04Р, 0. 
]=0 
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Приложение 4 
(к$6.1 и 6.2) 


Вывод уравнений для системы, обслуживающей заявку 
группой приборов 


1. Обслуживание заявок заканчивает- 
ся в момент окончания его любым изпри- 
боров. 

Рассмотрим функционирование системы с отказами, 
работа приборов которой организована так, что при по- 
ступлении заявки все приборы начинают ее обслуживать 
независимо друг от друга. Обслуживание считается за- 
конченным тогда, когда хотя бы один из приборов за- 
кончит его. 

Примем закон обслуживания заявки каждым прибэ- 
ром показательным со средним временем обслуживания 
соответственно для каждого прибора 

ы 1 2 1: А 
[ове аа, обе, >’ р +5 обе — — | 
0 

Определим закон времени обслуживания всеми л 

приборами. 


Предположим, что [обе 


Г обс,› * - 52 Гобс, — Время обслужи- 
вания заявки соответственно 1-м; 2-м;...; И-м приборами. 


Тогда вероятность того, что время обслуживания 
обс окажется больше Т, будет равна 


„> я ян 
1 бе Г} = {шіп (Ё ове» і обе,» ы: 1 обе ) = Т). 
Так как обслуживание будет закончено в тот мо- 


мент, как только его закончит один из приборов, оче- 
ВИДНО, ЧТО | 
р {шіп (1 ове» Ёз ова) > Те {ове > Т; Ё > 
51И 5 55 Тоб. ра 
Последняя вероятность без особого труда может быть 
вычислена по теореме умножения вероятностей. Так как 
Ёобе» "обе, `*‘*з обе, В Нашем примере не зависят друг от 
друга, 
Р {обе >13 Фобее 91е е Габви р Т} а 


= Пр (> 7). (1.4.1) 


=] 
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Но, так как закон распределения времени обслужи- 
вания показательный, то 


Р {Евы > Т\=е обо 


Подставив это значение величины Р{ЬЮбе:>Т} в ра- 
венство (П.4.1), получим 


Р {р> Трен, (44) 
Обозначив сумму в. + р, +. . . -- рь через ш“, получим 


Р {206 >ре ов, 


т. е. закон распределения времени обслуживания заяв- 
ки, поступающей в нашу систему, при обслуживании ее 
всеми п приборами независимо друг от друга — тоже 
показательный закон с математическим ожиданием вре- 
мени обслуживания 


% 1 | П 
ате РЕРНРБРНИНННБИНИСИНИННЦИННОНЕНЦИННИНОБЕНЕНЕНИИННЦННИНННРОНИРНННИНННННННННИ е Д. 
обе р ш 4 ро Р.Р ра | 9) 


Отсюда видно, что среднее значение Ё*обс будет тем 
меньше, чем большее количество приборов примет уча- 
стие в обслуживании. 

Если все обслуживающие приборы одного типа, то 


+ = лу, (П.4.4) 


т. е. среднее время уменьшается в И раз по сравнению 
с обслуживанием одним прибором. 

Таким образом, задача сводится к рассмотрению од- 
ноканальной системы, у которой математическое ожи- 
дание времени обслуживания определяется зависимо- 
стью (1.4.3). 

Составим дифференциальные уравнения, описываю- 
щие вероятностные состояния системы. 

Вероятность того, что в момент 1 в системе нет на 
обслуживании заявки, с точностью до бесконечно ма: 
лых более высокого порядка, чем АТ, равна сумме сле: 
дующих вероятностей: | 

— вероятности того, что в момент # в системе не бы- 
ло заявок на обслуживании и за время Аѓ не поступило 


НИ ОДНОЙ: 
(1—ААЇ) Ро (2); 
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— вероятности того, что в момент { в системе нахо- 
дилась на обслуживании заявка и за Лі один из прибо- 
ров закончил обслуживание 


и* ЕР: (2). 
Отсюда вероятность Ро(1-- АТ) равна 
ВР, (Е-- А?) = (1 АЛ) Р, (0) РАР, (0). 


Перенеся Рь(Ё) влево и разделив на АЁК при Лі — 0 
получим следующее дифференциальное уравнение: 


Р (0) = —1Р, (0) ®Р, (0). (П.4.5) 


Аналогично получим дифференциальное уравнение 
для вероятности 


Рі (0) = —в*Р, (ВН АР, (0). (1.4.6) 


Таким образом, мы получим систему дифференци- 
альных уравнений (П.4.5) —(П.4.6), описывающих ве- 
роятностные состояния рассматриваемой системы. Нор- 
мирующее условие имеет вид 


Для системы с ограниченным временем ожидания 
заявки в очереди (їж) при том же условии, что посту- 
пившую заявку начинают обслуживать все и приборов, 
справедливость полученного закона времени обслужи- 
вания остается в силе. Так как все приборы одновремен- 
но начинают обслуживание, то уже следующая заявка, 
застав все приборы за работой, становится в очередь. 
После окончания обслуживания все приборы переклю- 
чаются на обслуживание заявки из очереди. 

Следовательно, при ограниченном времени ожидания 
заявки в очереди и-канальная система для определения 
вероятностных состояний может быть представлена од- 
полинейной системой с параметром обслуживания 


и“ = а 4и + вав. УГУ В: 


Составим систему дифференциальных уравнений, 
описывающих вероятностные состояния системы. . 

Первое дифференциальное уравнение, определяющее 
вероятность Ро(Р), ничем не отличается от соответст: 
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вующего уравнения, ИОА для системы с отка- 
зами, т. е. 


Р, (0) = — АР, (0 + Р,0). И) 


Выведем дифференциальное уравнение для вероят- 
ности Р, (2). 

Вероятность того, что в момент #+Лі в системе бу- 
дет находиться на обслуживании одна заявка, с точно- 
стью до бесконечно малых более высокого порядка, чем 
Лё, равна сумме следующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент ї приборы обслу- 
живали заявку, а в очереди их не было, и за время А! 
ни один из приборов ‘не закончил обслуживание и не 
поступило ни одной заявки: 


(ААР) (1—и*А 8 Р, (2); 


— вероятности того, что в момент времени # в си- 
стеме не было ни одной заявки, а за время ДЕ посгупи- 
ла одна заявка и все приборы стали ее обслуживать: 


АР (И АТ, 


— вероятности того, что в момент времени ? одна за- 
явка обслуживалась и одна была в очереди, а за время 
ЛЁ либо один из приборов закончил обслуживание за- 
явки, либо стоящая в очереди заявка покинула систему 
по окончании времени ожидания: | 


(0% 4 у) Р, (0) Аё, 


гле У = 


До жк 


Отсюда 
Р. (#4 А) = (1 с (4-22, (0) 4+ 
Ч (УР, (0) А. 


Перенося Р, () влево и деля на Лі, при Л7—0 полу- 
чим дифференциальное уравнение для вероятности 
Р, (1): 


РКИ = — (2-Е) Р-Р КОНЬ" У) Р, (0. (П-4.8) 


Выведем дифференциальное уравнение для вероят- 
ности Р:-«(Р), где $ — число заявок в очереди. 

Вероятность того, что в момент времени /-+-Лї одна 
заявка будет обслуживаться, а $ заявок ожидать в оче- 


341 


реди, с точностью до бесконечно малых более высокого 
порядка, чем ДАТ, равна сумме следующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент времени Ё в систе- 
ме одна заявка обслуживалась всеми приборами и 5 
заявок находилось в очереди, а за время Лі не посту- 
пило ни одной заявки, не закончил обслуживание ни 
один из приборов и ни одна заявка не покинула оче- 
редь: 

(1—— АДР) (1 — в* 44) (1 — зуАЙ Р, , (2); 


— вероятности того, что в момент времени # одна 
заявка обслуживалась и $—1 заявок находились в оче- 
реди, а за время Лі поступила еще одна заявка 


ААР, + (8—1) (2); 


— вероятности того, что в момент времени { одна 
заявка обслуживалась, 5+1 заявок находились в оче- 
реди, а за время А: либо одна заявка покинула оче- 
редь, либо один из приборов закончил обслуживание 


[6* = ($ += 1) У] АР, + (++) (1), 
откуда 


Р, „(2 0) = (1 — АА) (1 — в* АВ (1 — зуд Р... (0+ 
ААР, (0 10610) МАР, н) (0. 


Перенося Р:+: (#4) влево и деля на ЛЬ при Лі 0 по- 
лучим следующее дифференциальное уравнение: 


Рі. (0) = — ай 5%) Р, О АР, + 
60 МАР, оо (0, (1.4.9) 


где & =. 
Нормирующее условие запишем в виде 


Р, (2) + Р, (2) +У В = (1.4.10) 


| 


2. Обслуживание заканчивается тогда, 
когда оно выполняется всеми приборами. 
Рассмотрим систему с отказами, в которой посту- 
пающую заявку начинают обслуживать все свободные 
к этому моменту приборы. Причем обслуживание долж- 
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ны выполнить все приборы, которые начали обслужи- 
вание независимо друг от друга. 

Введем обозначения состояний системы: 

Ао — ни один прибор не занят обслуживанием; 

А, —один прибор занят обслуживанием; 


А, — обслуживанием занято К приборов (1 << п); 


А — все приборы заняты обслуживанием. 

Вероятности каждого из этих состояний обозначим 
соответственно Ро(Ё), Р.(Ё№,..., Рь(Ё,..., Рь(Ю. 

Выведем дифференциально-разностные уравнения, 
из которых можно определить вероятности Р, (1). 

Вероятность того, что система в момент #--ЛЁ будет 
находиться в состоянии До, с точностью до бесконечно 
малых более высокого порядка, чем А равна сумме 
следующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент времени ї система 
находилась в состоянии Аз и за время ДЁ не поступило 
заявки 

(1——ЛАА#) Ро (В; 


— вероятности того, что. в момент времени ГЕ система 
находилась в состоянии А; и за время Лі прибор закон- 
чил обслуживание: 

| иР, (Е) Ат. 
Таким образом 


Рь (1-2) = (1—АЛР) в, (В иАЁР, (2). 


Перенося Ру(Р) влево и деля на Лі, при Лі 0 полу- 
чим дифференциальное уравнение, описывающее состоя- 
ние системы До: 

РВ’, (Е) =—^АР. (В +ьР. (2). (П.4.11) 


Определим вероятность состояния системы А, (0< 
<А<п). 

Вероятность того, что система в момент времени 
1-- АЁ будет находиться в состоянии А, (0< 2 <и), с точ- 
ностью до бесконечно малых более высокого порядка, 
чем АТ, равна сумме следующих вероятностей: | 

— вероятности того, что в момент времени ЕЁ систе- 
ма находилась в состоянии А» и за время Л не посту- 
пило ни одной новой заявки и ни один из обслуживаю- 
щих приборов не освободился: | 


(ААР) (1—РнАВРь (2); 
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— вероятности того, что в момент времени їі система 
находилась в состоянии Али и за время Лі один из при- 
боров закончил свое обслуживание: 


(А+ 10) иРьы (2); 
откуда 


Рь (4 АЙ = (1 — ААР) (1 — К. АВ Р (2) 4- (8-4-1) рРь,, (0). 


Перенося Рһ(#) влево и деля на ЛЬ при Лі 0 полу- 
чим следующее дифференциальное уравнение для опре- 
деления вероятности Рһ (2): 


Р, (0) =: — (2-4) Рь (0) (ЕЕ Оьбь+, (0, (0.4.12) 
ре 1,2... «ай 1, 


Вероятность состояния системы А» в момент #-+ 41 
может быть получена аналогичным образом: 


п— | 


Ри (Е-- АВ = АА? У Р, (2) 4- (1 — прАР) Р, (В, 


А=0 


откуда получаем следующее дифференциальное уравне- 
ние, описывающее состояние Да: 
1—1 
Р (В = — пьР, (0) 2 У Р, (0. (П.4.13) 


К =0 


Условие нормировки для вероятностей данной си- 
стемы запишем в виде 


У Рь=1. (П.4.14) 


= 0 


Таким образом, мы получили систему дифференци- 
альных уравнений (П.4.11) —(П.4.13), описывающих все 
вероятностные состояния системы. 

Рассмотрим аналогичную систему с ограниченным 
временем ожидания заявки в очереди, которое рас- 
пределено по показательному закону с параметром 

| 
Ёож 

Составим дифференциальные уравнения для вероят- 

ностей состояний системы. 
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_ Для этого введем дополнительно следующие обозна- 
чения ‘состояний системы: Ал-: — заняты все л прибо- 
ров и $ заявок стоят в очереди ($=1). 

Вероятности этих состояний обозначим через 
Рая (4). 

Очевидно, что вероятности Р, (1+ Лі) для О<Аа=<л— 1 
не будут отличаться от вероятностей состояний системы 
с отказами. Следовательно, для первых 2—1 состояний 
системы можно записать следующую систему дифферен- 
циальных уравнений: 


Р, = — (0-Е) Рь (О -- (-- ОыРь,, (0,0< 
«п 1. (П.4.15) 


Найдем вероятность Р, (1+ Лі), которая будет рав- 
на с точностью до бесконечно малых более высокого 
порядка, чем А, сумме следующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент Ё все п приборов 
были заняты, в очереди заявок не было и за время ДЕ 
ни один из приборов не освободился и не поступило ни 
одной новой заявки: (1—^,Л1) (1—пил) Р, (2); 

— вероятности того, что в момент Ё было занято К 
приборов (А=0, 1, ..., "П_1), а за время Лі поступила 
новая заявка: 

1—1] 


ё—0 


— вероятности того, что в момент времени # все п 
приборов были заняты обслуживанием и одна заявка 
находилась в очереди, а.за время Лі либо освободился 
один прибор, либо стоящая в очереди заявка по истече- 
нии срока ожидания покинула систему (пи) ЛР, (1). 

Таким образом, 

Р (0-40) = (1—40) (1 — прай) Р, (0-Е 
п— 
2л У 
Ам Ў Рь(0 (пу) АР, (0. 
2—0 

Перенося Р»({) влево и деля обе части равенства на 

Аі, при Лі—0 получим дифференциальное уравнение, 


описывающее состояние А: 
п— 1 


Р, (0) = — а ив) Р, 92У Р, (0) 4-00 


в =0 
ЧУ, ., (0). (1.4.16) 
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Вероятность Риз (і) состояния Ап-48 ДЛЯ $21 с точ- 
ностью до бесконечно малых более высокого порядка, 
чем Л, равна сумме следующих вероятностей: 

— вероятности того, что в момент времени {і в систе- 
ме все и приборов было занято обслуживанием и < за- 
явок находилось в очереди и за время А не поступило 
ни одной новой заявки, ни один прибор не закончил об- 
служивания и ни одна заявка не покинула очереди: 

(1 — ААР) (1 — иьАё) (1 — $5 РР, (2); 

— вероятность того, что в момент времени ї все при- 
боры были заняты обслуживанием и 5—1 заявок нахо- 
дились в очереди, а за время Лі поступила еще одна 
заявка: 

ЛР „+1 (©); 

— вероятности того, что все приборы системы были 
заняты обслуживанием и $- |! заявок находились в оче- 
реди, а за время ДТ либо одна из них по истечении сро- 
ка ожидания покинула систему, либо один из приборов 
закончил обслуживание: 


[ИРАЕ- (= -- 1) УД Ра... (2). 
Таким образом, 
Р, (ЕА) = (1 — А0) (1 — п Аа) (1 — 5928 В. (9+ 
НА, (Ю-Ниь- ($ 10) МАР, (1, 521. 


Отсюда получим следующие дифференциальные 
уравнения для состояний системы Аи-: 


Риз (1) = — (АЕ ль 5%) Ри. (0 БАР, (0-Е 
4 [пь-4-(84- 1) УР, (0 (П.4.17) 


при 5 = І. 


Мы получили для вероятностей состояний систему 
бесконечного числа дифференциальных уравнений 
(П.4.15) —(П.4.17). 

Нормирующее условие имеет вид 


со 
— 
у, Рь (пе. (П.4.18) 
==) 

Решение системы уравнений (П.4.15) —(П.4.17) сов- 
местно с нормирующим условием (П.4.18) позволит 
определить вероятности состояний системы в любой мо- 
мент времени. 
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Приложение 5 
Таблица | 


Значения у? в зависимости от мир 


р 
и 0,99 0,98 0,95 | 0,90 | 0,87 | 07 0,5) 
1 0,000 0,001 10,004 10,016 10,064 10, 148 0,455 
Ў 0.0201 0.040 10.103 10.21110.446 10.713) 1.386 
Э 0,115 0,185 [0,352 [0,584 | 1,005 | 1,424 ГА 4 
4 0,297 0,429 10,71111,064 | 1,649 | 2,20 5,36 
5 0,554 0,750 11,145 11.0101 9.34 | 3,00 4,35 
б 0879 | 1.134 [1.635 | 2,90 | 3'07 | 383 | 535 
№ 1,239 1,564 | 2,17 | 2,83 | 3,82 | 4,67 6,20 
8 1,646 2.08 2,13 | 3,49 | 4,59 | 5,53 7,34 
9 2,09 2.909 3,32 | 4,17 |5,38 | 6,39 9,34 
10 2.90 3,06 3,94 | 4,86 | 6,18 | 7,27 9,34 
1] 3, 05 5.01 4,58 | 5,58 | 6,99 | 8,15 10,34 
18 3.97 4,18 5.98 1 6.901. 7.81.1 9,09 11,34 
18 4,11 4,76 5,89 | 7,04 | 8,63 | 9,93 12,34 
14 4,66 оО 6,57 | 7,79 | 9,47 | 10,82 13,34 
15 5.20 5,98 7,26 | 8,55 110,311 11,72 14,34 
16 5,91 6,61 7,90 | 9,91 [11,151 19,09 15,34 
17 6,41 2.020 8,67 | 10,08 | 12,00 | 13,53 16,34 
18 7.09 7,91 19,39 |10,86119.86114,44| 17 34 
19 7.03 8,57 10,11111,.605113.72 | 15,35 18,34 
20 8,26 9,24 10,85 | 12,44 | 14,58 | 16,27 19,34 
21 8,90 9,92 11,59 | 13,241 15,44 | 17,18 20,8 
29 9,54 10,60 12,34 | 14,04 {16,531 118,10 21.0 
28 10,20 11,29 13,09 |14, 85 117,191 19,02 09 9 
24 10,86 11,99 |13,85 | 15,66 | 18,06 | 19,94 ОЗ. 
25 11,52 12,70 14,61 116,47 | 18,94 | 20,9 24,3 
26 12,20 13,41 15,38 | 17,291 19,82 | 21,8 25.8 
97 12,88 14,12 10,15 118,111.20,7 | 20,7 065,9 
28 13,56 14,85 16,93 118,94 | 21,6 | 23,6 ӨТ..Ә 
29 14,26 15,97 17,71 [19,77 | 22,5 | 24,6 28.3 
30 14,95 19.91 18,49 |20,6 | 93,4 | 95,5 29,3 
Продолжение табл. 1 
р 
и | 
0,30 0,90 0,10 | 0,05 | 0,02 | 0,01 0,001 
1,074 | 1,642 | 2,71 | 3,84 | 5,41 | 6,64 | 10,83 
о 2,41 9,092 4,60 | 5,99 | 7,82 |9,91 13,82 
Э 3,66 4,64 6,925 | 7,82 | 9,84 111,34 16,27 
4 4,88 5,99 7,78 |9,49 | 11,67 | 13,28 18,46 
9 6,06 7,29 9,24 [11,07 [13,39 | 15,09 20.5 
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о оо у осло о-о 


ань < <> < 1 ее Е еен ано Д чно Даво анн 


348 


Продолжение табл. | 


10,64 | 12,59 


6 7,28 8,56 15,03 116,81 | 22,5 
7 8,38 9,80 [12,02 [14,07 | 16,62 | 18,48 | 24,3 
ө) 9,52 11,03 13.36 | 15,51 113,17 1 20.1 20.1 
9 10,66 12,24 14,68 | 16,92 | 19,68 | 21,7 27,9 
10 11,78 13,44 15,99 | 18,311 21,2 | 23,2 29,6 
11 12,90 14, 63 17,28 | 19,68 | 22,6 | 24,7 91.9 
р: 14,01 15.81 18,55 | 21,0 | 24,1 | 26,2 92.9 
13 15.19 16,98 19.81! 22,4 | 95,5 | 27,7 34,6 
14 16,22 18,15 91.11 98,7 190,9. 29,1 36,1 
15 17,82 19,81 993 95,0-98,3 130.5 ЭТ? 
16 18,42 20,5 23,5 | 96,3 | 29,6 | 32,0 39,3 
17 19,51 21.0 24,8 | 97,6 | 31,0 | 33,4 40,8 
18 20,6 22,8 26,0 | 28,9 | 32,3 | 34,8 49,3 
19 21,7 23,9 07,9 | 30,1 | 33,7 | 56,2 43,8 
20 99.8 25,0 28,4 | 31,4 | 35,0 | 37,6 45,3 
2] 23,9 96,9 296 | 32,7 | 36,3 | 38,9 46,8 
22 24,9 ев. 30,8 | 33,9 | 37,7 | 40,3 48,3 
28 26,0 28,4 390 | 35,9 | 39,0 | 41,6 49,7 
24 ОТД 29,6 33,2 | 36,4 | 40,3 | 43,0 В 
25 28.9 90,7 34,4 | 37,7 | 41,7 | 44,3 02.6 
26 29,2 31,8 35,6 | 38,9 | 42,9 | 45,6 | 54,1 
ОТ 30,3 32,9 36,7 | 40,1 | 44,1 | 47,0 55:9 
28 31,4 34,0 37,9 | 41,3 | 45,4 | 48,3 56,9 
29 32.5 85.1 39,1 | 42,6 | 46,7 | 49,6 58,3 
30 | 33,5 362 |403| 43,8 | 48,0 | 50,9 | 59,7 
Таблица 2 
Значения функции ет 
0 9 3 4 5 б 7 8 9 
1,0000! 9900 | 9802 | 9704 | 9608 | 9512 | 9418 | 9324 | 9231 | 9139 
9048! 8958 | 8869 | 8781 | 8694 | 8607 | 8521 | 8437 | 8353 | 8270 
3187| 8206 | 8095 | 7945 | 7866 | 7788 | 7710 |7634 | 7558 | 7483 
7408! 7334 | 7261 | 7189 | 7118 | 7047 | 6977 | 6907 | 6839 | 6771 
6703! 6636 | 6570 | 6505 | 6440 | 6376 | 6313 | 6250 | 61881 6126 
6065| 6005 | 5945 | 5886 | 5897 | 5769 | 5712 | 5655 | 5599 | 5543 
5488| 5433 | 5379 | 5396 | 5273 | 5990 | 5168 |5117 |5066 | 5016 
4966! 4916 | 4867 | 4819 | 4771 | 4724 | 4677 | 4630 | 4584 | 4538 
4493) 4449 | 4404 | 4360 | 4317 | 4974 | 4932 | 4189 | 4148 | 4107 
4066| 4095 | 3985 | 3945 | 3906 | 3867 | 3829 |3791 | 3753 | 3716 


27 С“ е) е7 Б) 


7 з 


< 


— — А А а а ыы а -— 
сар) Оо о Ус слом = о со о со лБ ом — о хо оо Уо льо м н оО 


о МЮ ММ 


С № 


А >> рр. СЮ 0 0 Фо Со со оосо ммм Мм мт 


след бл сле + ррь Со > 


Б] х з ә ә 


Ф Со Мм = ОФ Ооо мо слом 


Продолжение табл. 


| 


Продолжение табл. 2 


обр] |8 | 
5,5 | 0041 | 0041 | 0040 | 0040 | 0039 | 0039 | 0039 |0038 | 0038 | 0037 
5,6 | 0037 | 0037 | 0036 | 0036 | 0036 | 0035 | 0034 | 0034 | 0034 0034 
5,7 | 0033 | 0033 | 0033 | 0032 | 0032 | 0032 | 0031 | 0031 | 0031 | 0031 
5,8 | 0030 | 0030 | 0030 | 0029 | 0029 | 0029 | 0029 | 0028 0028: 0028 
5,9 | 0027 | 0027 | 0027 | 0027 | 0026 | 0026 | 0026 | 0026 | 0025 | 0025 
6,0 | 0095 | 0025 | 0024 | 0024 | 0024 | 0024 | 0023 0023100231 0023 
6,2 | 0020 | 0020 | 0020 | 0020 | 0019 | 0019 | 0019 | 0019 00191 0019 
6,4 | 0017 | 0016 | 0016 | 0016 | 0016 | 0016 | 0016 0015 | 0015 | 0015 
6,6 | 0014 | 0013 | 0013 | 0013 | 0013 | 0013 | 0013 | 0013 |0013 | 0012 
6,7 | 0011 | 0011 | 0011 } 0011 | 0011 | 0010 | С010 0010100101 0010 
7,0 | 0009 8,0 0003 
7,2 | 0007 8,3 0002 
7,4 | 0006 8,6 0002 
7,6 | 0005 8,9 0001 
7,8 | 0004 9,0 0001 

ке —2 Таблица 3 
Значения функций Р, (0) = к. 
ГА 
0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4 0,5 0,6 

О |0,904837 |0,818731 |0, 740818 0, 670320 |0, 605530 | 0,548812 

1 0,090484 10, 163746 | 0,222245 |0, 268128 |0,303265 | 0, 320287 

о |0,004524 | 0,016375 | 0,033337 |0, 053626 0,075816 | 0,098786 

3 |0,00015110,001091 10, 003334 | 0,007150 [0,012636 | 0,019757 

4 0,000004 | 0,000055 | 0,000250 | 0,000715 |0, 001580 | 0, 002964 

9 0,000002 | 0,000010 | 0,000057 | 0,000158 | 0, 000356 

б 0,000001 10, 000004 0, 000013 | 0, 000035 

7 0, 000001 0,000003 

р 

0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 3,0 

О |0,496585 | 0,449329 | 0,406570 | 0,367879 | 0, 135335 | 0,049787 

| 0,347610 |0, 359463 | 0,365913 |0, 367879 | 0,270671 0, 149361 

9 |0,121663 | 0, 143785 | 0,164661 |0, 183940 |0, 270671 0,224042 

3 10,028588 | 0,038343 | 0,049398 |0,061313 10, 180447 | 0,224042 

4 |0,004968 | 0, 007669 | 0,01111510,015328 | 0,090224| 0, 168031 

5 |0,000695 | 0,001227 |0,002001 |0,003065 | 0,036089 | 0, 100819 

6 |0,000081 | 0,000164 | 0,000300 | 0,00051110,012030| 0, 050409 

7 |0,000008 | 0,000019 |0,000039 | 0,000073 |0,003137 | 0,021604 

8 0,000002 | 0,000004 |0, 000009 0,000859 | 0, 008101 

9 0,00000110,000191 0,002701 
10 0,000038 | 0,000810 
11 0,000007 | 0,000221 

12 0, 000001 0,000055 
13 0,000013 
14 0,000003 
16 0,000001 


Таблица 4 
Вероятности Р, системы с отказами 
п А 
0,11 0,25 0,5 0,75 1 2 
1 О | 0,9191 | 0,8000 | 0,6667 | 0,5714 | 0,5000 | 0,3333 
1 0,0909 | 0,2000 | 0,3333 | 0,4286 | 0,5000 | 0,6667 
0 0,9050 | 0,7805 | 0,6154 | 0,4923 | 0,4000 | 0,2000 
2 ] 0,0905 | 0,1951 0,3077 | 0,3692 | 0,4000 | 0,4000 
| 2 | 0,0045 | 0,0244 | 0,0769 | 0,1385 | 0,2000 | 0,4000 
О | 0,9048 | 0,7789 | 0,6076 | 0,4759 | 0,3750 | 0,1579 
о | 0,0905 | 0,1947 | 0,3038 | 0,3568 | 0,3750 | 0,3158 
2 | 0,0045 | 0,0244 | 0,0760 | 0,1338 | 0,1875 | 0,3158 
__|_9_| 0,0002 | 0,0020 | 0,0126 | 0,0335 | 0,0625 | 0,2105 
О | 0,9049 | 0,7788 | 0,6066 | 0,4729 | 0,3692 | 0,1429 
| 0,0905 | 0,1947 | 0,3033 | 0,3547 | 0,3692 | 0,2857 
4 2 | 0,0045 | 0,0243 | 0,0758 | 0,1330 | 0,1846 | 0,2857 
3 | 0,0001 | 0,0020 | 0,0127 | 0,0332 | 0,0616 | 0,1905 
__ |4 0,0002 | 0,0016 | 0,0062 | 0,0154 | 0,0952 
О | 0,9048 | 0,7788 | 0,6065 | 0,4724 | 0,3681 | 0,1376 
1 0,0905 | 0,1947 | 0,3033 | 0,3543 | 0,3681 | 0,2752 
5 2 | 0,0045 | 0,0243 | 0,0758 | 0,1329 | 0,1841 | 0,2752 
3 | 0,0002 | 0,0020 | 0,0126 | 0,0332 | 0,0613 | 0,1836 
4 0,0002 | 0,0016 | 0, 0063 | 0,0153 | 0,0917 
5 0,0002 | 0,0009 | 0,0031 | 0,0367 
О | 0,9048 | 0,7788 | 0,6065 | 0,4724 | 0,3679 | 0,1360 
1 0,0905 | 0,1947 | 0,3033 | 0,3543 | 0,3679 | 0,2719 
2 | 0,0045 | 0,0244 | 0,0758 | 0,1329 | 0,1840 | 0,2719 
6 3 | 0,0002 | 0,0020 | 0,0126 | 0,0332 | 0,0613 | 0, 1813 
4 0,0001 0,0016 | 0,0062 | 0,0153 | 0,0906 
о 0,0002 | 0,0009 | 0,0031 | 0,0362 
6 0, 0001 0,0005 | 0,0121 
О | 0,9048 | 0,7788 | 0,6065 | 0,4724 | 0,3679 | 0, 1354 
1 0,0905 | 0,1947 | 0,3033 | 0,3543 | 0,3679 | 0,2710 
2 | 0,0045 | 0,0244 | 0,0758 | 0,1329 | 0,1839 | 0,2710 
7 3 | 0,0002 | 0,0020 | 0,0126 | 0,0332 | 0,0613 | 0, 1806 
4 0,0001 0,0016 | 0,0062 | 0,0153 | 0,0903 
5 0,0002 | 0,0009 | 0,0031 0,0363 
6 0,0001 0,0005 | 0,0120 
7 0,0001 | 0,0034 
О | 0,9048 | 0,7788 | 0,6065 | 0,4724 | 0,3679 | 0,1354 
1 0,0905 | 0,1947 | 0,3033 | 0,3543 | 0,3679 | 0,2707 
2 | 0,0045 | 0,0244 | 0,0758 | 0,1329 | 0,1839 | 0,2707 
3 | 0,0002 | 0,0020 | 0,0126 | 0,0332 | 0,0513 | 0, 1805 
8 4 0,0001 0,0016 | 0,0062 | 0,0153 | 0,0902 
5 0,0002 | 0,0009 | 0,0031 | 0,0361 
6 0,0001 0,0005 | 0,0121 
7 0,0001 | 0,0034 
8 0,0009 


Продолжение табл. 4 


—— А | || 
1 


—— | о ———————————————————— | ——————————————————————— | А 
———_ 


0 
з ] 0,2308 | 0,1690 | 0,1271 0,0984 | 0,0781 0,0633 
2 | 0,3461 0,3380 | 0,3178 | 0,2950 | 0,2732 | 0,9533 · 
3 
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крим 
— дд 


А | | — —————— 
———_______— | — 


——— 
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ан | анне | ии 


0 
т 
0 
а, 
о 

0 
зо 

ЫА х 

0 
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3 

Д 

0 
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1 

о 

6 | 3 
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б 

0 
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Ў 

З 
714 
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6 

7 

0 

1 

о 

3 

8 | 4 
5 

6 

7 
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2358—1444 


0, 7064 


0, 1000 
0,9000 


0,0197 


0, 1783 
0,8020 


0,0058 
0,0523 
0,2355 


0,0022 
0,0202 
0,0910 
0, 2728 


0,0011 
0,0096 
0,0432 
0,1296 
0,3916 
0,5249 


0,0006 
0,0054 
0,0242 
0,0725 
0, 1632 
0,2936 


0, 4405 


0,0004 
0,0034 
0,0154 
0,0463 
0, 1042 
0,1875 
0,2812 


0,0003 
0,0024 
0,0110 
0,0329 
0,0740 
0, 1333 
0,1999 
0,2570 
0,2892 


0,1895 
0,2708. 
0,3383 


0,0625 
0,9375 


0,0078 


0,1167 
0,8755 


0,0015 
0,0217 
0, 1628 


0,8140 


0,0004 
0,0054 
0,0401 
0,2009 
0,7532 


0,0001 
0,0016 
0,0123 
0,0617 
0,2311 
0,6932 


0,0006 
0,0045 
0,0226 
0,0845 
0,2587 


0,6341 


‚ 0,0003 


0,0019 
0,0096 
0,0358 
0, 1075 
0, 2688 
0,5761 


0,0001 
0,0009 
0,0046 
0,0172 
0,0517 
0,1292 
0,2770 
0,5193 


0,0476 
0,9524 


0,0045 


0,0905 
0,9050 


0,0007 
0,0128 
О, 1287 


0,8578 


0,0001 
0,0022 
0,0245 
0,1623 
0,8109 


1 


А А —— 
ры 


Продолжение табл. 


5 


Вероятности Р» системы массового обслужи 


0 0,9031 | 0,7711 | 0,5831 | 0,4330 | 0,3150 | 0,0753 
] 0,0903 | 0, 1930 | 0, 2993 | 0,3248 | 0,3150 | 0,1506 


— дд 
ЖИиИИАМЮМ————&—=>=б\ю=——————_—_—___Щ д 
И —— диод 
ы ——————Ы| ————— | ———_————_|————————————|2 | 


| ы |.| ||. | 
——. ИЗ | | | || 


> 
ы ————— | .——— | | Я-= ііі |ә 


0 0,9050 | 0,7791 | 0,6064 | 0, 47926. 0,3704 | 0,1412 
] 0,0905 | 0, 1948 | 0,3032 | 0,3544 | 0,3704 | 0, 2894 
0] 0,0045 | 0,0241 | 0,0758 | 0,1398 | 0,1852 | 0,2894 
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0,0149 
0,0449 


0,9402 


0,0005 
0,0023 


вания с ограниченньм временем ожидания 


Таблица 5 
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а | | иаа {а | 
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0,1322 


0,0421 
0,1261 
0,1892 
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0,0468 
0,1404 
0,2106 
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0,0504 
0,1512 
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0,0580 
0,1740 
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0,0706 
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0, 0250 
0,1000 
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0,2665 


0, 4087 
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0,0363 
0, 1453 
0,2906 
0,3876 
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Продолжение табл. 5 


—————————ы—ы————- 


_—___——— 


0,1 | 0,5 | 0,50 | 0,75 | р 
0 0,90481 | 0,77882 | 0,60654 | 0,47230 | 0,36769 | 0,13383 
1 0,09048 10, 19471 | 0,30397 | 0,35422 | 0,36769 10, 26766 
У) 0, 00452 | 0,02433 | 0*07582 | 0, 13983 | 0, 18384 | 0,26766 
0,5 3 0.00015 | 0,00202 | 0,01264 | 0,03321 | 0,06128 |0, 17844 
4 0,00001 |0,00012 | 0,00158 | 0,00623 | 0,01532 | 0, 08922 
со 
УР» |0,00003 | 0,00003 | 0,00015 | 0,00121 | 0,00418 | 0,06319 
Р==5 
0 0,90481 | 0,77882 | 0,60654 | 0,47234 | 0,36780 |0, 13468 
1 0,09048 | 0,19471 | 0,30347 |0,35426 | 0,36780 | 0,26936 
о 0,00452 | 0,02433 | 0,07582 | 0,13985 | 0,18390 | 0,26936 
0.75 3 0,00015 |0,00202 | 0,01264 | 0,03321 | 0,06130 | 0,17957 
4 0,00001 | 0,00012 | 0,00158 | 0,00622 | 0,01533 | 0,08979 
со 
У Рь |0,00003 | 0,00008 | 0,00015 | 0,00112 | 0,00387 | 0,05724 
е==5 
0 0,90481 | 0,77882 | 0,60654 |0, 47237 | 0,36789 |0, 13548 
] 0,09048 | 0, 19471 | 0,30397 | 0,35428 | 0,36789 | 0,27096 
о 0,00452 | 0, 02433 | 0,07582 | 0,13285 | 0,18394 | 0,27096 
41 3 0,00015 | 0,00202 | 0,01264 | 0,03321 |0,06132 |0, 18064 
4 0,00001!0,00012 | 0,00158 | 0,00623 | 0,01533 | 0,09032 
М | 
У Рь |0,00003 | 0,00008 |0, 00015 |0,00106 | 0,00363 | 0,05164 
р=5 
0 0,90481 | 0,77882 | 0,60658 | 0,47248 | 0,36816 | 0,13719 
] 0, 09048 | 0,19471 | 0,30329 | 0,35436 | 0,36816 | 0,27438 
о 0.00452 | 0,02433 | 0,07582 | 0,1389 | 0, 18408 | 0,27438 
о 3 0,00015 | 0,00202 | 0,01264 | 0,03322 | 0,06136 |0, 18292 
4 0,00001 |0,00012|0,00158 | 0,00623 | 0,01534 | 0,09146 
со х 
У! Р, |0,00003 | 0,00008 | 0,00009 | 0,00082 | 0,00290 | 0,03967 
Р=5 
0 0,90481 | 0,77882 | 0,60660 | 0,47272 | 0,36881 0, 14099 
] 0,09048 /0,19471 | 0,30330 | 0,35454 | 0,36881 | 0,28198 
9 0,00459 | 0,02433 | 0,07582 | 0,13295 | 0, 18440 |0, 28198 
3 0.00015 10,0009 | 0,01264 | 0,03324 | 0,06147 |0, 18798 
10 4 0,00001 | 0,00012 | 0,00155 | 0,00623 | 0,01537 | 0,09399 
со 
У, Рһ |0,00003 | 0,00008 | 0,00009 | 0,00032 | 0,0015 | 0,01308 
р==5 | 
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0, 00128 
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Таблица 6 
ченным временем ожидания в очереди 


—ыы | о —ж————— ———ы———ы А —————— > 


—=ы ——_———=—= —55| —щм | —————5. | наанаа | ————== | —————— 


———а—а—| ——= зы | —5 | —= —=ы | — | Ы———————— 


———ы | ыы бб — | „.—.;:,Е ЬМЕЙЕЬУь УЬ‚‚‚‚хьхх— Жк | ————— 


0,310 | 0,375 | 0,435 | 0,487 | 0,527 | 0,655 | 0,750 | 0,800 | 0,835 
0,325 | 0,405 | 0,455 | 0,505 | 0,539 | 0,665 | 0,754 | 0,801 | 0,835 


Таблица 7 


Вероятность Р, системы массового обслуживания с отказами 
при потоке групповых заявок 
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Продолжение табл. 7 


"|| 
0,1 0,5 1 5 10 20 30 
| 
0 | 0,831 | 0,402 | 0,168 | 0,002 | 
1 | 0,083 | 0,201 | 0,168 | 0,013 | 0,001 
о | 0'046 | 0’151 | 0’168 | 0’024 | 0.003 | 0,001 | 
61 3 | 0,032 | 0,126 | 0,168 | 0,051 | 0,012 | 0,002 | 0,001 
4 | 0,004 | 0,060 | 0,196 | 0,099 | 0,048 | 0,010 | 0,004 
5 | 0.002 | 0,034 | 0,092 | 0,163 | 0,100 | 0,048 | 0,027 
6 1 0,001 | 0,018 | 0,065 | 0,267 | 0,258 | 0,199 | 0,157 
7 | 0,001 | 0,008 | 0,045 | 0,381 | 0,578 | 0,740 | 0,811 
о | 0,814 | 0,368 | 0,144 | 0,001 
1 10.081 | 0,189 | 0,144 | 0,007 | 0,001 
о | 0.045 | 0,134 | 0,144 | 0,021 | 0,003 | 0,001 
41 3 | 0,030 | 0,112 | 0,144 | 0,049 | 0,011 | 0,002 | 0,001 
4 | 0023 | 0,098 | 0,144 |`0,099 | 0,037 | 0,010 | 0,005 
5 | 0004 | 0,062 | 0,115 | 0,176 | 0,103 | 0,048 | 0,027 
6 | 0002 | 0,033 | 0,093 | 0,288 | 0,9257 | 0,197 | 0,157 
7 |000, | 0,004 | 0,072 | 0,359 | 0,588 | 0,742 | 0,810 
ео И РЕ. РЕ ЕО ИЮН РБИЫРЫИЯ Е ЕЕЕ 
о | 0,797 | 0,339 | 0,133 | 0,001 
1 |0 079 | 0,180 | 0,133 | 0,006 | 0,001 
о |0 044 | 0.137 | 0,133 | 0,019 | 0,003 | 0,001 
| 3 | 0,030 | 0,116 | 0,133 | 0,045 | 0,011 | 0,002 | 0,001 
4 | 0024 | 0,093 | 0,133 | 0,089 | 0,037 | 0,010 | 0,003 
5 | 0020 | 0,083 | 0,133 | 0,160 | 0,102 | 0,048 | 0,027 
б | 0004 | 0,038 | 0,114 | 0,266 | 0,256 | 0,199 | 0,157 
т | 0002 | 0,014 | 0,098 | 0,414 | 0,590 | 0,740 | 0,812 
0 | 0,786 | 0,395 | 0,195 | 0,001 
1 10079 | 0,162 | 0,195 | 0,006 | 0,001 
о | 0.043 | 0,122 | 0,195 | 0,019 | 0,003 | 0,001 
с| 3 | 0,030 | 0,102 | 0,125 | 0,044 | 0,011 | 0,002 | 0,003 
4 | 0024 | 0,089 | 0,125 | 0,088 | 0,037 | 0,010 | 0,004 
5 | 0019 | 0,080 | 0,1525 | 0,159 | 0,103 | 0,048 | 0,027 
б 10.016 | 0,073 | 0,195 | 0,265 | 0,257 | 0,199 | 0,157 
т | 0.003 | 0,047 | 0,195 | 0,418 | 0,588 | 0,740 | 0,811 
о | 0,839 | 0,473 | 0,294 | 0,001 
І |0 084 | 0,236 | 0,294 | 0,007 | 0,001 
о | 0.046 | 0,177 | 0,294 | 0,021 | 0,002 
з | 00530 | 0,069 | 0,149 | 0,047 | 0,007 | 0,001 
81 02| 410001 | 0,031 | 0,094 | 0,093 | 0,023 | 0,004 | 0,001 
5 0,010 | 0,048 | 0,133 | 0,058 | 0,017 | 0,006, 
6 0,004 | 0,024 | 0,183 | 0,133 | 0,070 | 0,035. 
7. 0.010 | 0,213 | 0,263 | 0,110 | 0,175 
8 0,003 | 0,302 | 0,513 | 0,798 | 0,783 
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Продолжение табл. 7 


0,1 0,5 1 5 10 20 30 

о | 0,831 | 0,401 | 0,164 | 0,001 
1 | 0,083 | 0,201 | 0,164 | 0,005 | 0,001 
2 | 0,046 | 0,150 | 0,164 | 0,014 | 0,002 
3 | 0,032 | 0,196 | 0,164 | 0,033 | 0.005 | 0,001 | 

3| 4 (0,005 | 0,060 | 0,123 | 0,065 | 0,017 | 0.003 | 0,001 
5 | 0,002 | 0,034 | 0,090 | 0,111 | 0,048 | 0,014 | 0,006 
6 | 0,001 | 0,018 | 0,063 | 0,176 | 0,119 | 0,057 | 0,033 
7 0,008 | 0,041 | 0,256 | 0,268 | 0,215 | 0,173 
8 0,002 | 0,027 | 0,339 | 0,540 | 0,710 | 0,787 
о | 0,812 | 0,353 | 0,137 | 0,001 
1 10,081 | 0,176 | 0,137 | 0.004 
2 | 0,045 | 0,132 | 0,137 | 0,013 | 0,001 
3 | 0,031 | 0,110 | 0,137 | 0,030 | 0,005 | 0,001 

4| 4 | 0,024 | 0,097 | 0,137 | 0,061 | 0,017 | 0,003 | 0,001 
5 | 0,004 | 0,061 | 0,110 | 0,180 | 0,045 | 0,014 | 0,006 
6 | 0,002 | 0,033 | 0,087 | 0,176 | 0,116 | 0,056 | 0,033 
т | 0,001 | 0,096 | 0,068 | 0,219 | 0,265 | 0,213 | 0,179 
8 0,012 | 0,050 | 0,316 | 0,551 | 0,713 | 0,788 
о | 0,796 | 0,332 | 0,123 | 0,001 
1 | 0,080 | 0,166 | 0,123 | 0.004 
2 | 0,044 | 0,124 | 0,123 | 0,012 | 0,001 
3 | 0,031 | 0,104 | 0,123 | 0,028 | 0,005 | 0,001 

5| 4 | 0,024 | 0,091 | 0,123 | 0,055 | 0,016 | 0,003 | 0,001 
5 | 0,019 | 0,082 | 0,123 | 0,099 | 0,046 | 0,014 | 0,006 
6 | 0,003 | 0,047 | 0,103 | 0,165 | 0,115 | 0,057 | 0,033 
т | 0,002 | 0,033 | 0,086 | 0,959 | 0,264 | 0,213 | 0,1 72 
8 | 0,001 | 0,021 ("0,073 | 0,377 | 0,553 | 0,712 | 0,7 88 
0 | 0,784 | 0,315 | 0,115 
І | 0,078 | 0,158 | 0,115 | 0,004 
о | 0,043 | 0,118 | 0,115 | 0,012 | 0,001 
3 | 0,030 | 0,097 | 0,115 | 0,027 | 0,005 | 0,001 

6 | 4 | 0,023 | 0,086 | 0,115 | 0,054 | 0,016 | 0,003 0,001 
5 |0,019 | 0,078 | 0,115 | 0,098 | 0,047 | 0,013 | 0,006 
6 | 0,016 | 0,071 | 0,115 | 0,164 | 0,114 | 0,059 | 0,033 
7 | 0,004 | 0,044 | 0,111 | 0,259 | 0,263 | 0,213 | 0,172 
8 | 0,002 | 0,033 | 0,084 | 0,382 | 0,554 | 0,711 | 0,788 
о | 0,775 | 0,305 | 0,113 
1 | 0,077 | 0,152 | 0,113 | 0,002 
2 | 0,043 | 0,114 | 0,113 | 0,012 | 0,001 
3 | 0,030 | 0,096 | 0,113 | 0,027 | 0,005 | 0,001 

7 | 4 | 0,023 | 0,084 | 0,113 | 0,054 | 0,016 | 0,002 | 0,001 
5 | 0,019 | 0,075 | 0,113 | 0,098 | 0,046 | 0,014 | 0,005 
6 | 0,016 | 0,069 | 0,113 | 0,164 | 0,115 | 0,057 | 0,026 
7 | 0,014 | 0,064 | 0,113 | 0,258 | 0,261 | 0,211 | 0,134 
8 10,003 | 0,041 | 0,096 | 0,385 1 0,556 | 0,715 | 0,834 


Таблица 8 


Вероятности Ротк системы с отказами при потоке 
групповых заявок 


п т ауы тоа ааа оаа ана ани ъа ван а вона 
В В Е тее 


з 0,318 10,500 10,695 0,875 | 0,931 [0,969 | 0,979 
0,545 10,667 [0,750 [0,918 | 0,956 | 0,976 | 0,985 

0,659 10,750 [0,813 [0,935 | 0,966 10,981 | 0,988 

о 0.004 |0.066|0,184|0,67310,819|0,904| 0,938 

3 0,041 /0, 158 [0,306 |0, 778 | 0,878 | 0,936 | 0,959 

4 4 0.096 10,333 10,500 [0,933 0,909 [0,952 | 0,968 
5 0,273 |0,467 | 0,600 | 0,870 | 0,931 | 0,961 | 0,972 

б 0,394 10,556 10,667 | 0,885 | 0,944 | 0,968 | 0,978 

8 0,545 10,657 |0, 750 | 0,916 | 0,955 | 0,977 | 0,985 

9 0,001 [0,055 [0,099 [0,594 | 0,784 [0,881 | 0,919 

З 0,015 |0,119|0,262 [0,725 | 0,848 | 0,921 | 0,945 

5 4 0.043 |0,231|0,396 | 0,791 | 0,885 | 0,940 | 0,960 
5 0.091 |0,333|0,500 | 0,833 | 0,909 | 0,952 | 0,968 

6 0,238 |0,445|0,584 | 0,861 | 0,926 | 0,961 | 0,971 

8 0,432 10,581 10,688 | 0,897 | 0,945 | 0,970 | 0,981 

о 0,009 10,048 | 0,513 | 0,728 | 0,853 | 0,904 

З 0,004 10,061 10,176 | 0,670 10,814 [0,904 | 0,935 

6 4 0,025 10,154 10,308 | 0,752 | 0,863 | 0,930 | 0,951 
5 0,054 |0,247|0,405 | 0,800 | 0,892 | 0,942 | 0,961 

6 0,091 |0,333|0,500 | 0,833 | 0,909 | 0,952 | 0,968 

8 0,313 10,500 10,625 | 0,875 | 0,930 10,961 | 0,975 

7) 0,009 10,0929 | 0,435 | 0,684 | 0,860! 0,890 

8 0,002 10,039 10,116 10,6921 |0, 784 | 0,889 | 0, 925 

у 4 0,010 10,109 10,934 | 0,687 | 0,841 10,916 | 0,944 
| ЕБ 0,032 10,181 10,341 | 0,770 | 0,872 | 0,935 | 0, 956 
-б 0,059 |0,260|0,436 | 0,808 | 0,896 | 0,947 | 0,963 

8 0,204 |0,416|0,562 | 0,855 | 0,920 | 0,956 | 0,971 
0,001|0,009 | 0,409 | 0,661 |0,853 | 0,873 

0,001 !0,015 10,079 | 0,569 | 0,760 | 0,873 | 0,914 

8 0,003 |0,066|0,172 |0, 667 | 0,819 | 0,905 | 0,934 


Продолжение табл. 8 
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Таблица 9 


Вероятность Р, системы с отказами, когда поступающую 
заявку обслуживают все свободные при5оры 


а | | | | | | а || 


0 
1 : 
. 0,0460 | 0,1710 | 0,2500 | 0,3000 | 0,2680 | 0,1929 | 0,1190 | 0,0850 


—— =—————=——————ы—ыы—-——————_—_—_—_—_—————————-———— 


а | | о. | | | Е | Б ру ——— 


ити» ИӘҢИНШНИШИНИНИШИӘИЦИНМО ИӘ | т | = ОДДИНИ —ы—ыы—- ——ы—ы=— —— 


х 0,0168 | 0,0765 | 0,1422 | 0,2500 | 0,4560 | 0,6250 | 0,7698! 0,832] 
24—1444 369 


Продолжение табл. 0 


п, А 
ол [05 | 1 | о | 5 | 10 | 20 30 
0 0,7780 | 0,3190 | 0,1250 | 0,0278 | 0,0013 | 0,0001 
І 0,0778 | 0,1600 | 0,1950 | 0,0555 | 0,0053 | 0,0005 
9 0,0498 | 0,1200 | 0,1250 | 0,0834 | 0,0189 | 0,0998 | 0,0002 
7 3 0,0300 | 0,0995 | 0,1250 | 0,1110 | 0,0441 | 0,0113 | 0,0017 | 0,0205 
4 0,0939 | 0,0871 | 0,1250 | 0,139) | 0,0882 | 0,0353 | 0,0109 | 0,0040 
5 0,0190 | 0,0736 | 0,1250 | 0,1670 | 0,1590 | 0,1030 | 0,0487 | 0,0265 
б 0,0159 | 0,0711 | 0,1250 | 0,1950 | 0,2657 | 0,2580 | 0,2007 | 0,1580 
7 0,0140 | 0,0567 | 0, 1250 | 0,2212 | 0,4172 | 0,5889 | 0,7401 | 0,8110 
0 0,7670 | 0,3070 | 0,1111 | 0,0291 | 0,0708 
1 0,0737 | 0,1570 | 0,1111 | 0,0444 | 0,0089 | 0,0072 
2 0,0499 | 0,1120 | 0,1111 | 0,0566 | 0,0117 | 0,0015 | 0,0001 
З 0,0295 | 0,0945 | 0,1111 | 0,0888 | 0,0272 | 0,0057 | 0,0005 | 0,0501 
8 4 0,0229 | 0,0819 1 0,1111 | 0,1110 | 0,0544 | 0,0169 | 0,0028 | 0,0008 
5 0,0188 | 0,0720 | 0,1111 | 0,1330 | 0,0978 | 0,0458 | 0,0137 | 0,0057 
0 0,0160 | 0,0578 | 0,1111 | 0,1550 | 0,1680 | 0,115) | 0,0570 | 0,0381 
7 0,0139 | 0,0697 | 0,1111 | 0,1790 | 0,2550 | 0,2500 | 0,2120 | 0,1700 
8 0,0130 | 0,0590 | 0,1112 | 0,2001 | 0,3352 | 0,5553 | 0,7131 | 0,7853 
0 0,7600 | 0,2840 | 0,1000 | 0,0018 | 0,0905 
] 0,0750 | 0,1420 | 0,1000 | 0,0366 | 0,0025 | 0,0001 
2 0,0417 | 0,1060 | 0,1000 | 0,0548 | 0,0075 | 0,0006 
3 0,0292 | 0,0885 | 0,1000 | 0,0788 | 0,0175 | 0,0024 | 0,0002 
9 4 0.0995 | 0,0775 | 0,1020 | 0,0910 | 0,0349 | 0,0977 | 0,0009 | 0,0002 
5 0,0185 | 0,0589 | 0,1000 | 0,1090 | 0,0529 | 0,0216 | 0,0043! 0,0013 
б 0,0148 | 0,0642 | 0,1000 | 0,1370 | 0,1050 | 0,0541 | 0 0177 | 0,0077 
7 0,0137 | 0,0594 | 0,100 | 0,1450 | 0,1650 | 0,1240 | 0,0657 | 0,0394 
8 0,0199 | 0,0557 | 0,1000 | 0,1640 | 0,207) | 0,2630 | 0, 2220 | 0,1820 
9 0,0119 | 0,0544 | 0,1000 | 0,1820 | 0,3572 | 0,5265 | 0,6892 | 0,7694 
0 0,7520 | 0,9710 | 0,0909 | 0,0152 | 0,0053 
1 0,0752 | 0,1350 | 0,0909 | 0,0304 | 0,0017 
9 0,0414 | 0,1090 | 0,0929 | 0,0455 | 0,0050 | 0,0003 
3 0.0290 | 0,0845 | 0,0909 | 0,0573 | 0,0117 | 0,0012 | 0 0001 
4 0,0994 | 0,0747 | 0,0909 | 0,0750 | 0,0233 [0,0039 | 0,0003 
10 5 0.0184 | 0,0550 | 0,0909 | 0,0912 | 0,0420 | 0,0108 | 0,0014 | 0,0903 
6 0.0155 | 0,0510 | 0,0909 | 0,1030 | 0,0699 | 0,0271 | 0,0059 | 0,0019 
7 0.0196 | 0,0566 | 0,0929 | 0,1220 | 0,1101 | 0,0617 | 0,0220 | 0,0098 
8 0,0191 | 0,0521 | 0,0909 | 0,1370 | 0,1650 | 0,1320 | 0,0722 | 0,0455 
9 0.0109 | 0,0501 | 0,0909 | 0,1520 | 0,238) | 0,2630 | 0,2310 | 0,1920 
1) 0.0104! 0,0476 ' 0,0910! 0,1638' 0,3330 ' 0,5200 1 0,66711 0,7504 
Таблица 10 


Вероятности \ системы с отказами 


Кая р 
0,5 | 2 5 | 10 
0,90 0,767 0,630 0,465 0,261 0, 152 
0,75 0, 698 0,562 0,406 0,228 0, 128 
0,50 0,583 0,416 0.291 0, 155 0,087 
0,40 0, 447 0,346 0,240 0,125 0,071 
0,30 0,352 0,270 0, 185 0,095 0,054 
0,20 0,245 0,187 0,127 0,065 0,035 
0,10 0, 128 0,096 0,065 0,039 0,018 
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Продолжение табл. 10 


0 
п я О 
0,5 1 2 5 10 

0,90 0,835 | 0,729 | 0,568 | 0,347 | 0,712 
0,75 0,792 | 0,667 | 0,510 | 0,302 | 0,181 
0,50 0,656 | 0,531 | 0,387 | 0,217 | 0,126 

3 0,40 0,572 | 0,456 | 0,396 | 0,178 | 0,102 
0,30 0,467 | 0,366 | 0,957 | 0,137 | 0,079 
0,20 0,339 | 0,262 | 0,181 0,095 | 0,053 
0,10 0,184 | 0,140 | 0,095 | 0,049 | 0,027 


4 ——_———_—____— | | ———ы—————————— 


0,90 | 0,873 | 0,781 | 0,635 | 0,415 | 0,968 
0.75 | 0841 | 0734 | 0585 | 0,368 | 0,227 

0'50 | 0,735 | 0,612 | 0,461 | 0,270 | 0,160 

4 040 | 0671 | 0540 | 0.389 | 0,243 | 0,131 
0.30 | 0572 | 0,443 | 0,310 | 0,173 | 0,100 

0.20 | 0430 | 0.326 | 0.223 | 0,119 | 0,070 

010 | 0238 | 0179 | 0.122 | 0,060 | 0,037 

0.90 | 0,899 | 0818 | 0,690 | 0,470 | 0,318 

0.75 | 0868 | 0.781 | 0,641 | 0,422 | 0,268 

050 | 0786 | 0.672 | 0,522 | 0,317 | 0,196 

5 040 | 0726 | 0,594 | 0.458 | 0,264 | 0,160 
030 | 0625 | 0,495 | 0,370 | 0,206 | 0,123 

0’20 | 0.480 | 0.369 | 0.269 | 0,140 | 0,085 

010 | 0277 | 0,914 | 0149 | 0,079 | 0,043 

0,90 | 0,914 | 0,841 | 0,726 | 0,515 | 0,344 

0.75 | 0895 | 0,810 | 0,681 | 0,463 | 0,296 

0.50 | 0824 | 0,713 | 0,571 | 0,357 | 0,210 

6 0'40 | 0754 | 0.638 | 0.506 | 0,305 | 0,173 
0.30 | 0.656 | 0527 | 0,499 | 0,241 | 0,134 

0.20 | 0517 | 0,381 | 0,315 | 0,170 | 0,094 

010 | 0330 | 0,196 | 0,172 | 0,090 | 0,049 

0.90 | 0.923 | 0,861 | 0,755 | 0,552 | 0,390 

0.75 | 0.906 | 0,832 | 0,716 | 0,500 | 0,349 

050 | 0.850 | 0,750 | 0,613 | 0,395 | 0,262 

7 0'40 | 0.786 | 0,695 | 0,548 | 0,341 | 0,220 
030 | 0694 | 066 | 0,469 | 0,275 | 0,171 

0.90 | 0561 | 0.482 | 0,349 | 0,200 | 0,120 

010 | 0.369 | 0.285 | 0,201 | 0,106 | 0,062 

0,90 | 0,935 | 0,876 | 0,779 | 0,587 | 0,414 

0.75 | 0,991 | 0,852 | 0,744 | 0,540 | 0,364 

050 | 0.876 | 0,778 | 0,644 | 0,430 | 0,264 

8 0.40 | 0835 | 0,716 | 0,580 | 0,371 | 0,219 
030 | 0.765 | 0,698 | 0,494 | 0,300 | 0,171 

0’20 | 0.641 | 0,500 | 0,378 | 0,291 | 0,120 

010 | 0.406 | 0,320 | 0,995 | 0,121 | 0,063 
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Продолжение табл. 10 


п К т 
0,5 1 2 5 10 

0,90 | 0,941 | 0,888 | 0,800 | 0,618 | 0,440 
0,75 0,929 | 0,867 | 0,762 | 0,564 | 0,334 
0,50 | 0,886 | 0,802 | 0,661 | 0,450 | 0,296 

9 0.40 0,791 | 0,740 | 0,596 | 0,392 | 0,249 
0.30 | 0,760 | 0,650 | 0,517 | 0,320 | 0,198 
0,20 | 0,630 | 0,515 | 0,418 | 0,232 | 0,142 
0,10 | 0,440 | 0,350 | 0,265 | 0,133 | 0,076 
0,90 | 0,973 | 0,896 | 0,818 | 0,633 | 0,478 
0,75 | 0,960 | 0,878 | 0,786 | 0581 | 0,440 
0,50 | 0,903 | 0,818 | 0,700 | 0.489 | 0,345 

10 0.40 | 0,845 | 0,770 | 0,640 | 0.420 | 0,293 
0,30 | 0,760 | 0,685 | 0,564 | 0,345 | 0,238 
0,20 | 0,644 | 0,560 | 0,458 | 0,955 | 0,174 
0,10 | 0,474 | 0,374 | 0,293 | 0,145 | 0,092 


Таблица 11 


Вероятности Р, системы с ограниченным временем ожидани 
в очереди, когда поступающую заявку обслуживают 
все свободные приборы 


п В Г. | 
0,1 0,5 1 5 10 
Ў. 0,9 0,864 0,508 0,272 0,001 
1 0,086 0, 254 0,272 0,001 


ити | ыыы 
ии АА/ААА ——————  — д ————_—_—_д_д—о—о_доо_ 


——ы—ыы——=——— 
н | нана | ост пион [| пя = | «АА | ——д —————— 


2 | 0 0,864 0,514 0, 291 0,006 
1 0,086 0, 257 0,291 0,028 
ео 
У) Рь | 0,050 | 0,229 | 0,418 | 0,966 | 1,0 
2—2 
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1492—2 


Продолжение табл. 11 


ЕРИНО - | 6—1 
А  ————-=— 


а | | ы 
"7 а | —————— | а 


0,229 
0,313 


д 
и | | | 


0,292 
0,304 


А |. т |. ьн 
| ————————- | „оа 


578 


Продолжение табл. 11 


0 0,837 
3 5 1 0, 084 
у, 0, 046 
00) 
> Рр 0,033 
&—3 
0 0,597 
9 10 1 0,084 
а 0,046 
со 
У, Рр 0,033 
2—4 
0 0,817 
1 0,082 
4 0,3 2 0,045 
3 0,031 
со 
У) Рь | 0,025 
Е=4 
0 0,818 
1 0,082 
4 0,5 2 0,045 
№ 0,030 


со 
У Рь | 0,025 
== 


0 0,818 
і 0,082 
2 0,045 
4 | 3 0,030 
со 
У Рк | 0,025 
е=4 
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4 2 
КЕ 
Ер 
|. 
КИ 


е 


Со Мн С 


ТМ 8 


Продолжение табл. 11 


0,402 
0, 201 
0, 151 
0, 125 


0,121 


0,006 
0,032 
0,096 
0,222 


0,644 


— А | | | 


а | „| | —— | ——————— ——- 


0,003 
0,997 


Продолжение табл. 11 


Хх Рр 0,020 0,101 0, 195 0,766 0,981 
й—5 
0 0,801 0,367 0,160 0,002 
1 0,080 0, 184 0, 160 0,012 0,001 
2 0,044 0, 138 0,160 0,035 0,003 
5 2 к. 0,031 0,114 0,160 0,083 0,013 
4 0,024 0,100 0,160 0,165 0,042 
со 
ра Рр 0,020 0,097 0,200 0,703 0,941 
=5 


МЕМРИ) РНЕНОНИКИНЫМООЕННИННЕНИНЕ | ии вЫ ака 
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Таблица 12 


Вероятности 17 системы с ограниченным временем 
ожидания в очереди 


при 949 
0,967 | 0,900 
0,87310,770 
0,710 0,602 
0,47810,392 
0,177 [0,141 
0,975 | 0,887 
0,844 
0,729 
0,573 


< 


+ со сл 4 «О О 


Б] 


о сб сна 


со сл <> О 
=>) 
со 
еу) 
я 


0, 135 


|| | ии ии ——— 


хз 


Е 


ооооо- 
сол ејсо О 
Ф 
о) 
к: 
© 


Е) 


| | | ——–|———|———| ———————|—————10——— 


№ 


ә 


Б 


о О © 
со сл 4 «(О оО 
гено, 
Че) 
е) 
— 


е 


яя] —————— {| | | о3_—_—————-[_———- 
——— 


е 


о ооо 
= со сл Уо О 
© 
<) 
=) 
С 


. и |. ы—_`———————[———- 
ео аа] тт 


ә 


= со сл Уо о 
ФО 
ќе) 
ер 
со 


ә 


СУСС со Сэ ва 


< 


0,312 


Продолжение табл. 12 


ЫдШ— кии 


29| 0,882 | 0,824 | 0,705 | 0,468 


Таблица 13 
Вероятности Рь системы с накогителем для ЁХп 


х 


со оо © ль о м н © 
>> 
аар; 
СӘ 
Сл 
С 
= 
— 
сл 
< 
аар, 
> 
ее 
Гев) 
"евр 
Өр) 
е; 
= 
> 
ер, 
сл 
ФО 
оО 
© 
— 


111 ТО, 100 | 0,091 | 0,063 | 0,047 | 0,032 
099 | 0,090 | 0,083 | 0,058 | 0,046 | 0,031 
088 | 0,081 | 0,075 | 0,055 | 0,044 | 0,030 
0,090 | 0,085 | 0,078 | 0,073 | 0,068 | 0,051 | 0,042 | 0,029 
0,077 | 0,074 | 0,069 | 0,066 | 0,062 | 0,048 | 0,040 | 0,029 
0,027 
0,057 | 0,056 | 0,055 | 0,053 | 0,052 | 0,042 | 0,036 | 0,026 
0,049 | 0,049 | 0,048 | 0,048 | 0,047 | 0,040 | 0,034 | 0,025 
0,042 | 0,043 | 0,043 | 0,043 | 0,042 | 0,038 | 0,033 | 0,024 
0,035 | 0,038 | 0,038 | 0,039 | 0,038 | 0,036 | 0,030 | 0,024 


со оо мч Ссл ь омо ~ О 
О 
> 
ер) 
Єр) 
еар; 
=> 
ер; 
КҶ 
© 
О 
С» 
го 
> 
СЭ 
сл 
се) 
С 
О 
сл 
өр; 
О 
(82) 
б 
ер) 
ФО 
<=) 
со 
оо 
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Таблица 14 
Вероятности Ротк системы с накопителем 


и 


1 | 0,333 | 0,500 | 0,667 | 0,750 | 0,800 | 0,833 
2 0.111 | 0,950 | 0,445 | 0,564 | 0,640 | 0,694 
3 | 0.001 | 0,005 | 0,037 | 0,125 | 0,297 | 0,423 | 0,512 0,580 
4 0,012 | 0,062 | 0,198 | 0,318 | 0,410 | 0,483 
5 0.004 | 0,031 | 0,132 | 0,238 | 0,328 | 0,402 
0,001 | 0,016 | 0,088 | 0,178 | 0,263 | 0,335 

0,008 | 0,059 | 0,133 | 0,209 | 0,279 

0,004 | 0,039 | 0,100 | 0,167 | 0,232 

0,002 | 0,026 | 0,075 | 0,134 | 0,194 

0,001 | 0,017 | 0,056 | 0,107 | 0,162 


0,857 | 0,875 | 0,889 | 0,900 | 0,909 | 0,937 0,953 | 0,968 
0,735 | 0,766 | 0,790 | 0,810 | 0,826 | 0,879 | 0,907 0,937 
0,630 | 0,671 | 0,702 | 0,729 | 0,751 | 0,824 0,863 | 0,907 
0,540 | 0,586 | 0,624 | 0,656 | 0,683 | 0,773 | 0,821 0,878 
0,463 | 0,512 | 0,555 | 0,590 | 0,621 | 0,725 0,781 | 0,849 
0,397 | 0,448 | 0,493 | 0,531 | 0,565 | 0,679 0,743 | 0,822 
0,340 | 0,392 | 0,438 | 0,478 | 0,513 | 0,637 | 0,707 0, 796 
0,291 | 0,343 | 0,390 | 0,430 | 0,466 | 0,597 0,0751 0.29 
0,249 | 0,300 | 0,347 | 0,387 | 0,424 | 0,559 | 0,640 0, 747 
0,214 | 0,262 | 0,309 | 0,348 | 0,386 | 0,523 | 0,610 0,723 


> орооч олом н 


„а 


Таблица 15 


Математическое ожидание числа обслуженных заявок 
одноканальной системы с отказами за время Т при 
неустановившемся процессе (время о5служивания случайное) 


дд ———————————— 


о. 


т Е Е = 
0,1 | 0,5 | 2 
0, 1 0,0951 0,0952 0,0953 0,0955 
0,5 0,3950 0,4012 0, 4080 0,4196 
1 0,6422 0,6786 0,7162 0, 7723 
1,5 0,7040 0,8976 0,9876 1,1099 
2 0,9166 1,0890 1,2454 1,4441 
2,5 1,0009 1,2679 1,4983 1,7777 
3 1,0686 1,4395 1,7494 ЕТ 
3,5 1.1270 1,6088 1,9998 2,4444 
4 1,1800 1,7766 2,2499 2,7778 
о Гето 2,1108 2,7500 3,4444 
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Продолжёние табл. 15 


Т а. 
5 10 | 20 30 

ам 
0,1 0,0958 0,0964 0,0972 0,0978 
0,5 0,4431 0, 4627 0,4785 0,4849 
1 0,8610 0,9174 0,9547 0,9687 
1,5 1,2778 1,3719 1,4309 1,4596 
>. 1,6945 1,8264 1,9070 1,9364 
2.5 2.1111 2,9553 9,8835 2,4203; 
Э 2 РОСТО 2,7355 2,8595 2,9042 
9:5 2,9444 3,1901 3,3356 3,3880 
4 3,3611 3,6446 3,8118 3,8719 
5 4,1945 4,5537 4,7649 4,8397 

Таблица 16 


Математическое ожидание числа заявок, принятых на 
обслуживание: одноканальной системой с отказами за время Г 
при неустановившемся процессе (время обслуживания 
постоянное 


ы аса с ИИ г 
№ 0,5 Ге [и | 10 
Еве рда га ао ОЯ 
1,0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
1,1 1,049 1,095 1,181 РО 1,632 
1,2 1,095 1,181 1,329 1,591 1,865 
1.3 1,139 1,9259 1,451 1,699 1,950 
1,4 1,181 1,330 1.091 1,798 1,982 
1,5 1,220 1,394 1,692 1,865 1,993 
1,6 1,260 1,451 1,699 1,909 1,996 
7, 1,295 1,503 1,753 1,939 1,997 
1,8 1.990 1,551 1,798 1,959 1,998 
1,9 1,362 1,593 1.835 1,973 1,999 
2,0 1,395 1,632 1,865 1,983 1,999 
2,1 1,494 1,672 1,907 2,049 2,964 
2-4 1,456 1,712 1,971 2,183 2,594 
Я. ы 1,488 1,769 2, 048 2.9532 2,801 
2,4 1.921 1,815 2,130 2,471 2,908 
2,5 1,554 1,867 2,214 9.099 2,960 
2,6 1,588 1,920 2.297 2,690 2,983 
ОГ 1,621 1,973 О ото 2,768 2,993 
2’8 | 655 2'006 | 27448 | 2’823 | 2'997 
2,9 1,689 2,078 2.515 2,874 2,998 
3,0 15722 2,129 2,576 2,908 2,999 
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Таблица 17 


Вероятности Рож Двухфазной одноканальной 
системы с отказами 


Продолжение табл. 17 


Таблица 18 


Вероятности Роз, трехфазной одноканальной системы 
с отказами 


\ = 0,5 
———=—ы=—ы“——.„ А. 
Ва Е Ра 
о ИИ ИИ ——————— 
0.1 | 0,5 | | 2 | 10 


п —————=———Ыы=——————_„——о_о ыы 


НИНИ 
—_———=—щ—————_ Е ИЕН 
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Продолжение табл 18 


Ра Юз 


0,1 0,037 0, 048 0,049 0, 049 0,050 

0,5 0, 048 0,075 0,079 0,080 0,081 

0,1 1 0, 049 0,079 0,084 0,086 0,087 
9 0,049 0,080 0,086 0,088 0,089 

10 0,050 0,081 0,087 0,089 0,091 

0,1 0,046 0,075 0,079 0,080 0,081 

0,5 0,075 0,176 0,204 0,216 0.222 

0,5 | 1 0, 079 0,204 0, 245 0,267 0,277 
12 0,080 0,216 0,267 0, 295 0,310 

10 0,081 0,222 0,977 0,310 0,326 

0,1 0,049 0,079 0,084 0,086 0,087 

0,5 0,079 0,204 0,244 0,267 0,277 

| 1 0,084 0, 244 0,312 0,352 0, 374 
9 0,086 0,267 0,352 0,424 0, 442 

10 0,087 0,277 0, 374 0,449 0, 456 

0,1 0,049 0,080 0,086 0,088 0,089 

0,5 0,080 0,216 0,267 0,295 0,310 

о | 0,086 0,267 0,296 0,407 0,442 
2 0, 088 0,295 0,407 0,491 0,551 

10 0,089 | 0,310 | 0,442 0,551 0,648 

0,1 0,050 0,081 0,087 0,089 0,091 

0,5 0,081 0,221 0,277 0,310 0,331 

10 | 0, 087 0,277 0,374 0,442 0,292 
9 0,089 0,310 0,442 0,551 0, 648 

10 0,091 0,331 0,492 0.648 0,839 


Продолжение табл. 1 


\ = 5 


у | 


Д | р 


0,1 0,010 | 0,016 | 0,018 | 0,019 | 0,019 
0,5 1 0,016 | 0,043 | 0,062 | 0,071 | 0.077 

о І 0,018 | 0,062 | 0,083 | 0,108 | 0.196 
2 0,019 | 0,071 | 0,108 | 0,144 | 0180 
10 0,019 | 0,077 | 0,196 | 0,180 | 0.958 
0,1 0,010 | 0,017 | 0,018 | 0,019 | 0.019 
0,5 0,017 | 0,049 | 0,065 | 0,077 | 0.088 

10 І 0,018 | 0,065 | 0,097 | 0196 | 0158 
2 0,019 | 0,077 | 0,196 | 0.180 | 0.558 
10 0,019 | 0,088 | 0,158 
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№ 


0,1 
0.5 
О 1 
2 
10 
0,1 
0:5 
0.5 1 
2 
10 
0,1 
0.5 
| 1 
ЎА 
10 
0,1 
0,5 
о | 
2 
10 
0,1 
99 
10 І 
я 
10 


25—1444 


0,1 


А= 10 
Нз 
в | 

0,005 0,005 
0,008 0,008 
0,008 0,008 
0,008 0,009 
0,008 0,009 
0,008 0,008 
0,019 0:029 
0,022 0,028 
0,024 0,05 
0,025 0,033 
0,008 0,009 
0,022 0,028 
0,028 0,037 
0,031 0,044 
0,033 0,049 
0,008 0,009 
0,024 0,031 
0,031 0, 044 
0,036 0,055 
0,039 0,065 
0,008 0,009 
0.055 0,033 
0.059 0,049 
0,039 0,065 
0,046 0,081 


А | Б 
0,005 | 0,005 
0.008 | 0.С08 
0.008 | 0,009 
0,009 | 0,009 
0,009 | 0,010 
0,008 | 0,008 
0,024 | 0,095 
0,031 | 0,033 
0,036 | 0.039 
0,039 | 0,041 

Ф 
0,009 | 0,009 
0,031 | 0,033 
0,044 | 0,049 
0,049 | 0,065 
0,065 | 0,066 
0,009 | 0,009 
0,036 1. -0,039 
0,055 | 0,065 
0,074 | 0,095 
0,095 | 0,144 
0,009 | 0,010 
0,039 | 0,046 
0,065 | 0,084 
0,095 | 0,144 
0.144 | 0,313 
385 


— 


а 


Критические значения Ар для системы с отказами — 


оо омол м 


05 | 
0,769 0,600 
0,830 0,675 
0,873 0, 750 
0'896 0.805 
0,917 0,830 
0,925 0,850 
0,940 0,875 
0,955 0,887 
0,975 0.896 


| 10 


0,008 
0,10 
0,145 
0, 168 
0,190 
0,229 
0,255 
0,285 
0,305 


Таблица 20 


Случайная госледовательность чисел, 
равномерно распределенных в интервале 0—99999 


КЕИРОИРОННРИМОНИНННННННОИРННИНННЕННИНЕНИННИНИНИНИНИННИНЕЧИНИШННИРНЕННННЫРНЫ АЕ 


386 


57705 
71618 
73710 
70131 
16961 


53324 
43166 
26275 
05926 
66289 


35483 
09393 
30304 
55186 
64003 


20514 
00188 
55709 
86977 
31303 


11578 
93045 
93011 
42844 
52906 


13094 
35193 
64560 
64559 
68008 


39848 
33851 
80586 
69939 
98351 


32673 
12949 
14644 
66887 
43042 


49110 
18170 
19187 
02464 
55739 


52992 
86513 
10480 
56437 
13647 


60835 
42323 
25732 
93364 
63407 


72028 
25406 
83761 
58568 
27409 


64789 
78992 
67388 
75316 
73673 


21681 
32763 
50983 
98359 
38440 


78142 
25730 
30454 
19106 
58222 


36014 
38612 
93857 
33749 
08921 


07721 
58577 
39303 
19302 
17068 


59201 
18688 
73449 
41734 
17033 


18664 
94722 
55024 
85143 
28594 


76086 
97570 
26292 
07120 
11851 


35950 
03235 
73606 
66090 
31842 


22807 
41476 
74473 
78489 
14142 


75975 
55604 
80702 
11027 
34559 


73345 
02783 
54095 
29373 
96006 


69351 
07995 
00900 
29396 
17127 


Продолжение табл. 20 


57910 45818 24806 25424 
99602 54062 96748 90506 38695. 
69962 23767 45739 39116 02624 
31311 43191 91542 35745 36522 
27004 03283 ТО 82713 56461 
65339 46250 18186 07938 62250 
93382 28366 61450 51275 73071 
05750 16074 745892 39203 59362 
00336 98951 80604 51925 98178 
8829292 54686 49538 24693 40526 
98585 97615 29917 16837 74412 
52103 44968 99135 78155 79033 
91827 27709 589274 97412 62192 
07069 59560 01940 09892 96942 
13928 00799 87397 84299 34623 
66674 76151 84445 96036 48259 
99279 61716 86012 48472 12634 
24902 59298 51625 42687 93997 
94010 89923 71881 89434 32799 
60981 20327 64466 67912 04011 

Таблица 21 


Вероятности отказа Ротк системы с отказами двух 
последовательно расположенных приборов 
разной производительности 


Б ә ә 


слм ~ о О 
© сл > © 


слом ооооо 


0,01 0,05 0,10 0,25 0,50 
0,00005 0,00009 0,00010 0,00011 0,00012 
0,00039 0,00119 0,00163 0,00227 0,00292 
0,00082 0,00298 0,00452 0,00699 0,00940 
0,00191 0,00806 0,01366 0, 02439 0,03529 
0,00324 0,01455 0,02601 0,0505] 0,10828 
0,00490 0,02278 0,04198 0,08621 0,13636 
0,00657 0,03104 0,05820 0,12346 0,20000 
0,00740 0,03518 0, 06635 0,1424] 0,23276 
0,00790 0,03767 0,07126 0, 15385 0, 25263 
0,00823 0,03933 0,07453 0, 16150 0, 26596 
0,00899 0,04309 0,08197 О, 17895 0, 29645 
0,00928 0,0445] 0,08476 0, 18552 0,30794 
0,00942 0,04525 0,08622 0, 18896 0,31397 
0,00952 0,04570 0,08713 0,19108 0,31769 
0,00958 0,0460] 0,08774 0, 19252 0,32020 


387 


0.1 


0.1 


0,00019 
0,00285 
0,01299 
0, 05000 
0,11111 
0,20000 
0,29630 
0,34615 
0,37647 
0,39683 
0,44346 
0,46107 
0,47031 
0,47601 
0,47987 


10 


0,00097 


0,0163 
0,04595 
0,13664 
0,26005 
0,41985 
0,58201 
0,66352 
0,71954 
0,74595 
0,81967 
0,84762 
0,86224 
0.87125 
0,87736 


0,00028 
0,00583 
0,01881 
0,07060 
О, 15985 
0, 27272 
0,40000 
0,46553 
0,50526 
0,53191 
0,59287 
0, 61588 
0,62794 
0, 63538 
0, 64043 


15 


0,00135 
0,02056 


0,05874. 


0,15189 
0,27973 
0,44279 
0,60722 
0, 68966 
0,73917 
0,77220 
0,8473] 


0,87549 


0,89025 
0,89933 
0,90549 


| 


П род'олжёние табл. 21 


0, 00038 
0,00752 
0,02372 
0,08572 
0,18182 
0,31580 
0,45714 
0,5294 1 
0,57315 
0,60240 
0,66925 
0,69444 
0,70765 
0,71579 
0,72127 


0,00047 
0,00907 
0,02797 
0,09756 
0, 20202 
0, 34483 
0,49383 
0,56962 
0,61538 
0,64599 
0,71582 
0, 74208 
0,75586 
0,76434 
0, 77009 


| 
| 


0,00055 
0,01050 
0,03171 
0,10714 
0,21739 
0,36586 
0,51948 
0,59733 
0,64430 
0,67568 
0,74722 
0,77407 
0,78818 
0,79686 
0,80271 


Продолжение табл. 21 


0а 


20 


0,00170 
0,02378 
0,05957 
0,16128 
0,29106 
0, 45554 


0,62084 _ 


0,70367 
0, 74627 
0, 79282 
0,86192 
0,89017 
0,90498 
0,91409 
0,92026 


25 


0,00203 
0,02632 
0,06381 
0, 16752 
0, 29844 
0, 46363 
0, 62939 
0, 74236 
0, 77101 
0,79539 
0,87093 
0,89921 
0,91406 
0,92319 
0,92938 


30 


0,00232 
0,02837 
0,06705 
0, 17206 
0,30362 
0, 46924 
0, 63524 
0,71833 
0,76820 
0,80144 
0,87704 
0,90536 
0,92029 
0,92937 
0,93555 
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Рис. П.5.1. Вероятность отказа системы двух приборов разной 
производительности. 


Рис. П.5.2. Вероятность отказа системы трех приборов разной про- 
изводительности (а). 
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Рис. П.5.2. Вероятность отказа системы трех приборов разной 
производительности (6, в, г). 
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